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ПРЕДИСЛОВИЕ

Продолжение лекций начинается о элементарного взведения в

теорию топологических и равномерных пространств* Здесь возникают

важнейшие понятия, связанные с топологической и равномерной

структурами и широко используемые как з анализе, так и за его

пределами. К таким, без сомнения, стоит отнести понятие предела

соответствия со значениями в топологическом пространстве,

компактности множества в топологическом пространстве, непрерывности

отображения топологических пространств, равномерной

непрерывности отображения равномерных пространств, полноты равномерного

пространства и др.

В шестой главе коротко рассматриваются элементы теории

векторных пространств и прослеживается связь структуры векторного

пространства со структурой топологического пространства. На этом

пути возникают топологические векторные пространства, а далее -

локально выпуклые и, в частности, нормированные пространства.

Выясняются элементарные свойства как самих пространств, так и их

отображений, "сохраняющих” заданные структуры.

Коротко о системе ссылок и обозначений. Каждый параграф
разбит на пункты; первая цифра в обозначении пункта указывает номер

параграфа, в котором этот пункт расположен, вторая
- порядковый

номер пункта в параграфе. При ссылке на содержание пункта

используются указанные обозначения, если требуемый пункт
расположен в пределах текущей главы, и перед обозначением пункта

добавляется номер главы, если нужный пункт лежит в другой главе.

Нумерация теорем и лемм сквозная в каждом параграфе. После

порядкового номера теоремы в скобках указаны номера параграфа
и главы, в которых-расположена теорема, и эти

*

обозначения слу¬

5



жат информацией для ссылок. Если теорема, на которую ссылаются,

лежит в текущем параграфе, тогда указывают лишь ее порядковый

номер. Некоторые (наиболее важные) теоремы именные, и при

ссылке на такие теоремы их место в тексте можно найти,

воспользовавшись предметным указателем.

Утвервдения, не имеющие фундаментального значения, нумеруются

в пределах каждого пункта римскими цифрами. Такие факты

именуются предложениями, и при ссылке на них указывают сначала номер

предложения, затем, в скобках, номер пункта, в котором лежит тре

буемое предложение.

Авторы вновь выражают глубокую признательность редактору

С.С.Кутателадзе и заведующему кафедрой математического

анализа. НГУ профессору Ю.Г.Решетнику за то внимание, с которым они

отнеслись к настоящим лекциям.
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Глава У о ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ И ?ШШШШ ПРОСТРАНСТВА

До сих пор мы занимались изучением свойств отображении

принимающих значения в числовых множествах* ш одной из причин успеха в

развитии знаний о таких отображениях является,несомненно,то
обстоятельство, что для элементов числовых множеств оказалось

возможным установить шкалу близости, естественно определить связя

между элементами, основанные на их взаимной удаленности.. Есл$

обратить внимание на содержание § I из второй главы, можно заметить,

что нами было выделено несколько свойств, которыми обладала

система окрестностей точки числового множества, и было указано,что

б большинстве утверждений о функциях, опирающихся на структуру

близости, используются именно эти свойства, Оказывается, что и

в других, по некоторым соображениям интересных, множествах можно

ввести структуру близости с аналогичными свойствами * я это

предопределяет интерес к изучению множеств, наделенных такой

структурой, и связанных с ними отображений.

§ I. Основные определения

I.I. В этом пункте мы коротко напомним некоторые определения

к факты, связааре с фильтрующимися множествами и фильтрами (см.

гл.1, § 3).

Пусть (Х,£) - упорядоченное множество. Говорят, что £<^Х

фильтруется по возрастанию (по убыванию), если для

любыХсГ,можно указать такой , что «г, Z (соот¬

ветственно

Множество раХ называется (убывающим) фильтром
в X , если оно фильтруется (по убыванию) и, кроме того, с

каждым оx,gF содержит сегмент [цбХ У1. Аналогично
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можно дать определе se возрасдающего фильтра, однако в

дальнейшем, за исключением специально оговоренных случаев, под фильтром
мы будем понимать.убывающий фильтр.

I* Пусть Е - .фильтрующееся по убыванию множество» Среди
фильтров, содержащих Е , шеется наименьший*

^Напомним, что такой фильтр есть не что иное как объединение

£ [л.-*'] <
0 фильтре U говорят, что он порожден

множеством i? о Фильтрующееся множество £с:Х , порождающее

фильтр £ , называется базисом этого фильтра.
Если Е - базис фильтра F 9 то для любого ^eF в £

найдется сс такой, что Справедлив и обратный факт: если Е ~

подмножество в F такое,, что для любого ueF найдется осеЕ

такой., что &&Ц * то £— базис фильтра F*

Пусть ?>£,*•■ фильтры и В этом случае говорят, что

фильтр- Fx грубее фильтра J^9 или что фильтр F& т а н ь-

ш е фильтра К *

П. Пусть £хт.Л&- фильтрующиеся множества, порождающие фильт-

W iv? Pz соответственно,. Тогда J7? тоньше, чем F, в том и

только в том случае, еолж да любого <х£е£х найдется такой„
ЧТО £ cPCj- .

Из этого предложения очевидным образом можно получить такое,

Ш„ Фильтрующиеся множества E£f£& являются базисами одного

в з?ого же фильтра в том и только в том случае, если для каждого

элемента одного яз* множеств Е£. £& в другом из зтих множеств

ыожно найтй элемент, меньший данного*

Обозначим че$эз Ф множество всех фильтров в данном

упорядоченном множестве X 'и упорядочим ф, по включению* Фильтр U ,

максимальный в множестве- Ф9 называется

ультрафильтро Можно показать, что Ф удовлетворяет условию леммы Цор¬

на, поэтому каков бы ша был Fa Ф , существует

ультрафильтр,содержащий F.

В дальнейшем б качестве упорядоченного множества*X обычно

будет- рассматриваться упорядоченная по включению система fi0(A)
всех непустых подмножеств некоторого множества А * В связи с

этим напомним, что множество ОС в т& (А) является фильтром в

том и только в том случае, если

1) для любых Afj А% £ пересечение Aj Л Д& входит в ОС\
2) если А±еОС в JjrcAj, то А^е .



Для фильтров в jQ (А) докажем следующий факт»

IV. Пусть F~ фильтр я VC - ультрафшхвгр в ^ ("/^
.Предположим, что для любых Fe S-, ttsVC пересечение Fn to непусто.
Тогда fez VC.

Действительно, совокупность элементов хшда Fл W CFe ?1е.Ж)
фильтруется, и порождаемый ею фильтр Шъ содеотт, очевидно,как

, *ак и . Поскольку Zfc - ультрафильтр, то Шс
~

Ш , а

тогда Vt~ V0o
В частности, беря за фильтр всех множеств, содержащих

данное непустое множество VcA , получен, ч?а если Уёг%>?то в

VC найдется множество, не пересекающееся с V • Этот результат

верен, разумеется, и тогда, когда V~ 0.

V. Пусть ££ - фильтр непустых подмножеств множества^ * Тогда
VC - ультрафильтр в том и только в той случае, если из тог®, что

VuWe VC (Vy A)} следует, что либо V€ , либо Welfc.

В самом деле, если Ж ~ ультрафильтр и мпожеотаа V, W ему яе

принадлежат, то, согласно сказанному ввше, яаЗДтся множества Т1Х,
ll^Vt такие, что Vn ZC?

= WnZ/£=0. Но тогда и (VoW)А(щпУ^ш
^0 , а так как cl^n Zl^eVC^ то У<7 We 7/0 3

Предположим, что условие предложения вшодшеао, a VC не

является ультрафильтром* Обозначив через Ш* ультрафильтр, содержащей
VO , возьмем множество Ее Ш\ гй^Посколыд? ЕиЕ'ъШ^ где

дополнение множества Е , в. Ее Ее Ш*. Но тогда JT6 ££', ибо

VC<^VC \ следовательно, пересечение Е п Е/ также входят в ££ ,что

невозможно, так как Е п Е'= 0.
Рассмотрим упорядоченное множество (Х7 и множество £<=Х*

Элемент &еХ называется верхней (нижней) границей множестваЕ ,

если для всех^еЕ (см* пункт 1*3«3)в Элемент £еХ
называется наибольшим (наименьшим) элементом множества Ж, если

ёеЕ и ё(ё^я-) при всех jce£ • Наименьшая из верхних

границ множества Е называется точной верхней границей множества Е

и обозначается через 5tipE , наибольшая из нижних границ

множества Е называется точной нижней границей множества Е и

обозначается черев гл£Е.
Установим два полезных факта, относящихся к точным границам

множества в упорядоченном множестве.

VI. Предположим, что каздое подмножество в упорядоченном

множестве X имеет точную, верхнюю границу. Тогда существует и точ-
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ная нижняя граница каждого подмножества в X .

Пусть JTc X и совокупность нижних границ множества^ .

По предположению, существует <&=Зс//>£;.11окажем, что л:=

Ясно, что с£- нижняя граница Е . Пусть у- какая-либо другая
нижняя; граница. Тогда ^eEifпоэтому supE^jc,так что ^

УП. Пусть j? -

произвольное^множество в упорядоченном

множестве X т Обозначим через Е множество, состоящее из точных

верхних границ всех конечных подмножеств из Е . Тогда точные

верхние границы множеств Е и Е существуют или нет

одновременно, причем если они существуют, то SupE^ SupЕ.
Для доказательства достаточно заметить, что множества верхних

границ у множеств Е ш Е совпадают.

Напомним, что под соответствием F , действующим из множества

Т в множество Jf , мы понимаем подмножество F множества Т*Х*
Множество Pz1T-~{teT\F[tl^0} называется областью определения

соответствия F и обозначается через Sip* Множество Рг^Е=
(&еХ - F~J£xназывается множеством значений

соответствия F и обозначается через Ар.
Если F удовлетворяет условию однозначности, т.е. если в F

не входят одновременно упорядоченные пары (i9jCj:)7Cir9jc^) с

различными F называется отображением. Отображение обо¬

значают одним из следующих символов: F FCt)f F^T-^X7
или просто через F . Если Qjg~ мы говорим об

отображении множества Т в множествоX .

Данные здесь обозначения незначительно отличаются от принятых

в первой книге5 однако это вряд ли приведет к недоразумениям.

Иногда отображение (f: S множества £ в X называют

семейством cf элементов множества X и обозначают через

(§е 3)7 ИЛИ просто через сЕ^где -

f(^) (§е S).
1.2. Пусть X - некоторое множество. Отображение't ,

сопоставляющее каждому *£еХ фильтр непустых подмножеств в X ,

называется предтопол.огней наХ, если <a:eZly при

всех Не *№& . Упорядоченная пара (Х7я) называется п р е д-

топологическим пространством,

элементы множества X - точками этого пространства, множества,

входящие в 5^, >
- окрестностями точки от , а2£е-

фильтром (или системой) окрестностей точки
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хеХ. Базис фильтра окрестностей точка X называется также

фундаментальной сясгеаой

окрестностей точкио*:.

Хотя предтопологическое пространство бадго определено как

упорядоченная пара (X, Добычно с лножествш Ж связывают какую-то.

одну, "стандартную",предтопологию* В связ» с этим мы нередко в

обозначений будем оцускать указание на предтопология и говорить

о предтопологическом пространствеX.
Допуская вольность речи, о подмножествах множества X ,

наделенного предтопологией, мн будем говорить как о множествах предто

дологического пространства.

Рассмотрим предтопологическое пространство (Х71). Множество

GraX называется, о т к р ы т ы м, если оно является

окрестностью каждой своей точки, иначе говоря, если ■№* каждой

точки jceGr, Обозначим через 2fr (X) совокупность всех открытых

в предтопологии Т подмножеств множества X * Указания предтополо-

гии или множества X в обозначении системы открытых множеств

иногда будут опущены.

ТЕОРЕМА I (1.5). Пусть ~ предтопологическое

пространство. Совокупность (X) обладает следующими сэойст-
ооыи •

1) 0, Хе%г(Х);
2) если &,6л,е(к(Х),*9
3) если произвольное семействе

элементов из Ojz(X) 1
то U & е Ojz(X).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Справедливость первого свойства очевидна.

Пусть , G-& ё%г(Х)я жвх п G&. Тогда жевх, хев-& ,а

посколькуGx,6te %с и %с~ Ф>ЛЬ*Р» то GjflG&e двказа-

но второе свойство.

Рассм отрим произвольное семейство {&§} (£€S ) открытых

множеств. Если при некотором Но

■&,,* ,
следовательно, € %.,так

как Щд- фильтр. Итак^СМг^б @fr (X). Теорема доказана.

Предтопология т на множестве .X называется т о п о л о --

г и е й, если каждая точка jceX имеет фундаментальную

систему окрестностей, состоящую из открытых (в предтопологии *г)

множеств. Иначе говоря, предтопология Г есть топология на Х,
если для каждых JceX9 найдется &е%(Х) такое, что
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&€%.f &<^V.
Нередко говорят о топологическом пространстве X , опуская

явное указание топологии и лишь подразумевая его. Аналогично, о

подмножествах множества X , снабженного топологией, говорят как

о множествах топологического пространствах .

Если на X задана топология, говорят, что на X определена
топологическая структура, или с т р у к-

тура.топологического пространства.

ТЕОРЕМА 2 (1.5)* Пусть - совокупность подмножеств

множества X , удовлетворяющая следующим условиям:

D0, Хе<У)
2) если /то (*, П

3) если (&с} CfeS) - произвольное семейство

элементов из£^ , то U^
Тогда на X существует, единственная топология с такая,

что 0} совпадает с совокупностью Of (X) открытых в

топологии 'Г' подмножеств множества X .

ДОКАЗАТЕЛЪСТВО* Совокупность ^ «{&€^f, jce&} непустых

подмножеств вХ фильтруется по убыванию в силу условия 2*

Отображение *£: jc*-*- ( jceX)} где фильтр, порожденный си¬

стемой , является, очевидно, предтопологией наХ*

Непосредственно из определения следует, что каждое GeQf есть

окрестность всякой своей точки, т.е. Г).Обратно, если

&€&ft(X)} то» поскольку G-e'Wj. (асе&)уь bf^r фундаментальная
система окрестностей точки ее, , найдется G-^ & 6£ такое, что

G. Отсюда, учитывая третье условие, получаем, что

U G'^c€.Oj 1 следовательно, имеет место включение ^(Х)а^;
которое вместе с ранее доказанным включением OfctyfzCX). Дает

совпадение^ с Grjz(X). Так как базис фильтра

все множества &е Ofjz открыты, то яг- топология на X*

Существование требуемой топологии установлено.

Убедимся в ее единственности. Пусть <5 - некоторая'другая

топология на X , удовлетворяющая условию &[б (Х)^, и 7W^ -

фильтр окрестностей точки *££Х в топологии б . Для каждой

окрестности V€Wjc найдется такое, что cXQ *
Но по

условию G-e Cfja СХ) f
так что &е и Ve 05^,откуда

получаем соотношение Tt£x.Обратно, пусть ив 7ШХ. Поскольку
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в - топология, то каждая точка зсеХ обладает фундаментальной

системой открытых окрестностей, в частности,найдется
= Q такое, что aceGrcV% Совокупность Of - базис фильтра

окрестностей точки гс в топологии т , следовательно, и, с

учетом соотношения одучаем окончательно

Единственность требуемой топологии установлена, и теорема

доказана полностью,

ЗАМЕЧАНИЕ. I. Рассмотрим предтопологию т на X. В силу

теоремы I совокупность 0^т(х) открытых в предтопологии Т

множеств в X удовлетворяет условиям теоремы 2, «следовательно,

существует единственная топология Ф['тJ на X такая, что Ofc-CX)-,-
-%шО).Топологию ФМ называют топологией, ас с

оцифрованной с данной предтопологией Т на X *

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Рассмотрим отображение ^ ^

^^сопоставляющее каждому лсеХ фильтрующуюся по убыванию систему VC^.
непустых подмножеств в X , удовлетворяющую условиям:

1) *х.€ ti/ для каждых &еХ, 26 £ Vo^c )
2) если ZCe Vtjc* т0 tCe..7ftg\
Тогда существует единственная топология'// на X такая, что

при каждом совокупность VC^ будет одужить базисом фильтра

окрестностей точки jc в топологии // .

В самом деле, из условия I сразу следует, что отображение

Л ; <#-/—*• (зсеХ) , где ?
является предтопологией

на X � Топология Ф/Л^ассоцйированная с Л , и есть, очевидно,

требуемая, так как, в силу второго условия, все множества

открыты в } .

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Установленный в теореме факт позволяет задавать

топологию на X указанием некоторой системы подмножеств в X »

которые оказываются открытыми в задаваемой топологии. Если

топология на X вводится таким путем, говорят, что топология на X

задана указанием системы открытых множеств.

Рассмотрим несколько примеров.

I. Пусть X^JR*- С каждой точкой Z-(&<%)£ JR.2, свяжем
фильтрующуюся по убыванию систему 06% подмножеств в ^^вида AzC^)mt
^{(a,zr)e jгде г>0.На

координатной плоскости множество Лг G) представляет собой

"крест" с центром в точке 2 . Отображение является,

очевидно, предтопологией на однако никакая точка %g!Q не
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обладает фундаментальной системой открытых в этой предтопологии

окрестностей. Иначе говоря, введенное отображение определяет

предтопологию, но не топологию на

2. Пусть (Х£)~ линейно упорядоченное множество, не

имеющее наибольшего и наименьшего элементов. Возьмем <ссеХ и

рассмотрим совокупность Vtjc = {Z/a:} всех открытых промежутков 1/^ =
= •cL<&<j2>,oLjpeXjJ содержащих *г . Система удовлетво¬

ряет, очевидно, условиям замечания 2 к теореме 2, следовательно,
на X существует единственная топология, в которой служит

фундаментальной системой окрестностей точки «г . Такая топология

называется интервальной.

Можно определить интервальную топологию и на линейно

упорядоченном множестве с наибольшим элементом зс-еХ , рассматривая в

качестве совокупность интервалов = ; о£<д?^и
оставляя прежними системы 00^ .для Аналогичное заме¬

чание можно высказать и для линейно упорядоченного множества с

наименьшим элементом.

Нетрудно заметить, что ранее определенные (см. гл. Ш, § I)
топология числовой прямой и топология расширенной числовой пря-

мой_- суть топологии линейно упорядоченных множеств (и
соответственно*

По аналогии с интервальной можно определить правую и левую

полуинтервальные топологии на X , в которых фильтр окрестностей

точки аХвХ порожден фильтрующейся по убыванию системой

сегментов lytX: *х,£^]%соатветственно
Линейно упорядоченное множество с полуинтервальной топологией

нередко оказывается полезным для построения примеров,

подчеркивающих тонкости в понятиях и фактах, относящихся к

топологическим пространствам.

3. С каждым множеством X можно связать .две в известной

мере противоположные топологии. В первом случае

в'состав^.включаются все множества, содержащие jceX , и такая топология носит

название дискретной. Во втором случае 40х. для
любого JC6X состоит из единственного элемента - самого X . Эта

топология носит название вырожденной или а н т и -

дискретной.
Как мы увидим ниже, эти топологии занимают особое место в

множестве всех топологий на множествеX.
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1.3. Пусть Е - некоторое множество топологического

пространства^ . Точка сХеХ называется внутренней точкой

множества Е , если Ее 2#^ т.е. если Е - окрестность точки jc .

Совокупность всех внутренних точек множества Е называется его

в н у. тренностью и обозначается символом £*Ыж zni Е).
Основные свойства внутренности дает следующая

ТЕОРЕМА 3 (1.5). Пусть X- топологическое пространство.

Тогда'

1) Е°с. Е для любогв X)
2) 00= 0 ? Х°~ Х?
3) если £j ^^сДто Е°а )
4) для любых Е^ имеет место равенство (Е,пЕЛ°=

Е
х
п Е^;

^

5) для любого ЕСХ справедливо (Е°)°-E°J
6) множество Е°открыто и является наибольшим из

открытых множеств, содержащихся в£.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. I. Если jceE°, то, поскольку Ее 2#*.,имеем
&еЕу так что Е° <^Е.
2. Соотношение вытекает из-первого пункта теоремы.

Далее, если ^
- любая точка из X , то Хе - фильтр,

а тогда сХеХ° и Х=*Х°.
3. Пусть д* еFfj >/г.е. Е£е ^Поскольку фильтр и£xclEz,

то^£ это означает, что зсеЛ^.
4. Так как Е± П Ед> содержится и в Et, и в £$, то, согласно

пункту 3, (Ех ПЕЛ)°^Е^ ?(Е1/7Е^)°с£^:.е. (Ех П Ея)°сЕ*п Е%.
Пусть теперь ,zee££n£%, Это означает* что Д* еЩ, £^ecWji в

силу гого, что фильтр, имеем л Д& или #6 отку¬

да (ЕХПЕ2)С~Е?П Е£.
5. Заметим, что (£0)°с:£а в силу пункта I. Пусть jcgE* т.е.

Так как X- топологическое пространство, найдется

открытая окрестность & точки л: , содержащаяся ъЕ . В силу

третьего условия имеем (j°а Е°.Открытое множество # служит
окрестностью каждой своей точки, следовательно, Q - откуда JC6 &<^Е°
Но ОеЩС1а поскольку фильтр, то и is2^,поэтому *&€(£°)*
Доказанное включение E°<z(E°)°% вместе с установленным ранее

соотношением (£°J°c£° .убеждает нас в справедливости пятого

свойства,

6* Поскольку открытость множества Е равносильна соотношению



J£0ss£?tо,в силу свойства 5,.£%ткрыто. Пусть/?- открытое

множество, содержащееся вЕ . Тогда E°^G0~6p*Q. £°- наибольшее

открытое множество, содержащееся в J? .

Доказательство теоремы закончено.

ТЕОРЕМА 4 (1.5) • ПустьX - некоторое множество и 1р(Х)~
совокупность его подмножеств. Рассмотрим отображение £ ;

• jPCX)-*- £>(Х), определенное на р(Х)ъ удовлетворяющее

следующим условиям:

I

2) i(£)cE ДЛЯ любого Еер(Х);
3) *&т£Л9ЕАер(Х),*й £(£;*£*)= i (£Jп £(Е^);
4) i(i СЕ)) « i(E) для каждого Ее р(Х) .

Существует единственная топология 'Г на X такая, что

внутренность £°любого Ее *]?(Х) совпадает с £(£).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проверни, что совокупность Otf~{E£g(X)'-L(E)=E\

удовлетворяет условиям теоремы 2„ Первые два условия теоремы 2

следуют непосредственно из условий 1-3 настоящей теоремы. Пусть

произвольное семейство подмножеств из и

- JJ (г* . Так как, в силу второго условия, 1(&)~Ог , доста-

точно установить включение i(&) => &. Поскольку с G, то из

условия 3 имеем z (G^nGj^iC&^ni (G), откуда c(G$)<= c{G).Но
=

) следовательно, Итак, мы

убедились в выполнении всех условий теоремы 2. Ее результат
позволяет заключить о существовании единственной топологии zr ваХ

такой, что

Проверим соотношение £°= i(E) С£е£ (X)). Действительно,
если jce£°$ то Eg We,следовательно, существует окрестность

&eOfTCX) точки лг такая, что &<zE . Но G-eOj 7
так что

j?€i«r)cЕ. То1»да имеем

же*(Сг)= £ (t(G))= i'(£(G)nЕ) - £(£ (G)) fl i(E)= i(G)ni (£)-£(£),

откуда £°<^ Обратно, пусть <xeiC£)* Поскольку z(i(E))=
= i(E)y?о £(£)eGf=OfT0О.Итак, множество цЕ) открыто и

содержится в £ , следовательно, по свойству 6 теоремы 3 получаем

z QE) сЕ°. Теорема доказана полностью.

1.4. Пусть Ег- дополнение множестваЕ . Точкам называется

граничной точкой множества £ , если она не входит ни

в £°, ни в£'°. Совокупность всех граничных точек множества^
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называется границей £ ш обозначается символом д£ или

ЕъЕ. Заметит сразу, что, как видно из определения, граница

множества £ совпадает с границей его дополнения*

Множество 9 получающееся из £ присоединением всех его

граничных точек, называется залнканиеа множества £ ш

обозначается через Е . Таким образом, £~£с/д£Так как, по

определению границы, £\Ъ£=£° то :£°о д£-£о дЕ=Е:

Множества Е^дЕ^дЮуЕ^попащо не пересекаются* Кроме
того, очевидно, Л°од£и£'°=Х. Отсюда получаем

In F=(£°u d£)n(£'0od£)=(£°n£Ja) иЪ£- ЭЕ, (I)

СЁ) = (£°о д.Е) ’=£/с , (2)

£°'~- £'°и д£ ■= (Ж7). (3)

Учитывая (I), можно привести следующий критерий г раня ч-

н ости точки, .

Г* Точка «Г£-Х является граничной точкой множества £ в том

я только в том случае, если любая окрестность точки л имеет

непустое пересечение как о£ 9 так и с £\

Точки» входящие в замыкание £ множества JB v называются

точками
'

прикосновения множества £ *

П. Точка да! является точкой прикосновения множества £ в

том и только в том случае9 если любая окрестность точки <$1 имеет

с £ непустое пересечение,
В самом деле , если Wt такова, что ил£ = 0, то и Е‘-

окрестность точки <х , ,т*е. jzg£*c-£\ Обратно, если лсё Е^ то

£'- окрестность точки & , не имеющая общих точек с Е *

Опираясь на соотношение (2) и теорему.3, нетрудно доказать

теорему о свойствах замыкания,

ТЕОРЕМА 5 (1,5)* Пусть X - топологическое пространство,

Тогда_
1) Е=>Еляя особого £<^Х}
2)0=0, Х-Х)
3) если Е^Ер^Х^ъ Е^~Ег'?

_

4) если £j, £?J=X7 то Е^ТГЁ'^£^и£л;
5) (Ё) = Е для любого £^Х .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Остановимся лишь на доказательстве пунктов

4*5. В силу (2) и соответствующих свойств внутренности имеем
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(E, UE,)'= (E, (E'.nE*. f^ETnE^E^nE'p.=(Ei uE0)\
((Ж)) = (Ey°- lJ3/0?=E/0- (EJ

Множество F топологического пространства pf,T) называется

замкнутым, если оно совпадает со своим замыканием, т. е.

если F=F. Совокупность всех замкнутых множеств топологического

пространства CX/rj будем обозначать ч&рез J^(X) ^ vumJ^CX),
или просто через f.

С помощью соотношений (2) , (3) можно легко усмотреть связь

между открытыми и замкнутыми множествами, выраженную в

следующем факте.
Ш. Множество F топологического пространства замкнуто в том

и только в том случае, если его дополнение открыто»

В самом деле, из с помощью соотнесения (2) следует

е'°= F'~ F'f т.е. FeO*. Обратно, если FkG^, то, полагая в (3)

E = Fj имеем F^F, или F&J~.

Часто, принимая во внимание результат предложения I,
свойства. замкнутых множеств выводят из свойств открытых и наоборот.
Типичный тому пример - следующие ниже теоремы 6 и 7.

ТЕОРЕМА б (1.6). Пусть X - топологическое

пространство. Тогда

D 0, XefCX);
2) если Ft, F& е Jr(X)/ то Fx иFze J'(X);
3) для любого семейства элементов

из F(X) множество F-^^F^ также входит в^(Х))
4) замыкание Е множества Е является наименьшим

замкнутым множеством, содержащим Е .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО непосредственно следует из свойств

открытых множеств и предложения Ш.
ТЕОРЕМА 7 (1.5). Пусть Ф - совокупность подмножеств

некоторого множества^ , обладающая следующими

свойствами:

D 0, Х*Ф;
2) QcmFx ,Fs,e. ф, то и Fi л Е&€. Ф;
3) для любого семейства {Fg }(£ е <£) множеств

из Ф выполнено П Р^€Ф.

Тогда существует единственная топология 'Г нал

такая, что
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нетрудно убедиться б tow, что совокупность

удовлетворяет условиям теоремы 2, из

которой и следует результат настоящей теоремы.

ЗАМЕЧАНИЕ. Используя теорему 4, легко доказать, что

если яа ф(Х) определено отображение , действующее в р (X) и

обладающее свойствами

1) =

2) СЕс р(Ю)-,
3) J(£, о EZ) = J(£X) иJ(E£) (js£, Е&& £(Х));
V (■£))=jСЮ,

то наХ существует единственная топология т такая, что

замыкание £ любого Е& уР (X) совпадает с J(В) * Отображение^
называют иногда оператором замыкания на X •

1.5. Множество Л топологического пространства х называется

плотным в множестве Е<=-Х , если Ec.Jl. О множестве^ ,

плотном в! , говорят как о всюду' плотном.

I. Если Gj, вгя - всюду плотные открытые множества

пространствах , то &= п (г#, также плотно в X .

Действительно, пусть - произвольная точка из X и V -

некоторая ее окрестность. Докажем, что Vn(r*0- Можно считать

V открытым множеством (иначе мы заменим У HaV°). Так кайоГ-

точка прикосновения множества G* , то УnGj- р. Возьмем

yzVoG'f. Далее, так как точка прикосновения множества ,

w'(VnGs)nG&*0 , откуда Vji G . Таким образом, «г-

точка прикосновения G, т.е. &eG и & =Х в силу произвольностях.

Множество*/? топологического пространства X называется

нигде не плотным, если его замыкание о/ не

имеет внутренних точек, иначе, если . дополнение его замыкания

всюду плотно.

Из предложения I непосредственно вытекает

П. Объединение конечного семейства нигде не плотных множеств

нигде не плотно.

В связи с понятием нигде не плотного множества дадим еще

одно определение, которое используют в основном для

характеристики множеств в метрическом пространстве.

О множестве С топологического пространства X говорят,что

оно первой категории, если его можно предста-

еить в виде объединения не более чем счетного множества нигде
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не плотных множеств. Множество Е называется множеством

второй категории, если оно не является множеством

первой категории.

1.6. Рассматривая множество Хо в топологическом пространстве

(Х,ъ), можно задавать на нем некоторую топологию, связанную с

топологией всего пространства. Именно, пусть *г.еХс * Обозначим

через 9^. совокупность всех множеств вида УлХ^где Ve

Ясно, что - фильтр в множестве всех непустых подмножеств

множества Хс и отображение тс ; жь—=*- (jceXJ- топология

на Хо* Эту топологию называют топологией,

индуцированной на Х0 из X а топологическое пространство i’A/r0j-
подпространствам пространства (X, гг). Как

обычно в подобных ситуациях, мы будем опускать указатель топологии

ка Х0 и говорить просто о подпространстве Х0 топологического

пространства X *

I. Множество й' открыто в х0 в том и только в том* случае,

если его можно представить в виде и, = GnХ0,где &eOf(X).
Действительно, согласно определению индуцированной топологии,

окрестность W (в пространстве Х0) точки *теХо имеет вид \V=

-VnX0, где Ve Следовательно, множество £1-йпХ0? где

G - открытое в X множество, будет окрестностью (в X0j
каждой своей точки, т.е. lC€Of(X).

Обратно, предположим, что &£'0/(Х0)’ Обозначим &-(Х/0иК)°
Ясно, что Ge Of(X) и GnXG<z(x'cu и)ПХс= i/nX0 = lt.

Докажем противоположное включение. Возьмем ^ег/. Множество If

служит окрестностью (вХ© ) точки jc и, следовательно, может быть

представлено в виде VЛХ0, где Уе 3PV.Так как V®

-(VnX0)U(Yf}.Xt)cZ60Xc,t?v и гби Хо также является

окрестностью точки jo. , а это означает, что <х&& , и тем самым ^се&лХс.
И. Множество £сг Х0 замкнуто в пространстве Х0 в том и

только в том случае,если существует такое множество (X) ,

что 2 = Fnx.

•Действительно, пусть Ze У^Л0)Тогда Х0\ Z € 0[(Х0) я, в

силу предложения I, существует такое множество Сгесу(Х), что

XC\Z- GnX. Отсюда получаем Z=X0\(GnXj^G'пХ0 7
я

остается заметить, что G'eS'CX)-
Обратно, если возможно представить множество Z в виде Z =

=FnX0 с FeJ^CX),то дополнениеХ0\Z-F'/1X0 в соответствии

с предложением I открыто в Х0 » следовательно, Z замкнуто вХо.
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Пусть Е^ХС. Замыкания множества Е в пространствах X я Х0
могут, разумеется, отличаться одно от другого. Обозначая первое

символом Е*, _а второъ~Ех° , имеем

Ш. Ёх°=ЕхпХ0.
В самом деле, вследствие предложения Н, множество Е*лХ0

замкнуто вХ0 и содержит,# . Если и Z=> Е , то, снова

применяя предложение II, можно написать Z=Fn Хо, где Ее

как, очевидно,F^E, то Ех<^ Е . Следовательно, Z^>ExnХ0.
Множество Е*пХ0 - наименьшее замкнутое множество пространства Х09

содержащее Е . По пункту 4 теоремы 6 это значит, что Ех° =

— Ехп Х0 .

1.7. Обратим внимание на то, что, согласно пунктам I теорем

I, б, пустое множество и все X являются открытыми и замкнутыми

одновременно. Спрашивается, бывают ли множества в

топологическом пространстве» являющиеся одновременно открытыми и

замкнутыми (такие множества обычно называют открыто
- зам к-

я у т ы м и), отличные от 0 их ? Оказывается, что это

зависит от свойств топологии пространства X .

Топологическое пространство X называется связным,

если в нем нет открыто-замкнутых множеств, отличных пт 0 и X.

В противном случае X называется несвязным.

Примером связного топологического пространства может служить любое

множество, наделенное антидискретной топологией, несвязного

же - множество, состоящее не менее чем из двух элементов, с

дискретной топологией. Более того, дискретное топологическое

пространство таково, что в нем всякое множество

открыто-замкнуто. Это свойство является характеристическим для дискретной

топологии.

1.8. Определение топологического пространства обладает

настолько большой общностью, что его условиям удовлетворяют

множества, не наделенные фактически никакой структурой, как

это будет, нацример, в случае, когда топология вырождена.

Поэтому возникает необходимость в дополнительных требованиях,

которые выделяют те или иные классы топологических пространств.

Такого рода требования называют обычно аксиомами отделимости.

Топологическое пространство X называют отделимым

или £
- п р о с транс твом, если для любых различных

точек существует окрестность гбе #£.,не содержащая^.
Иначе говоря, отделимость пространства X означает, что
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П и=1<эс} для любой ТОЧКЕ <&€ X .

ие&с
Отделимость может быть охарактеризована и в других терминах,

I. Пространство X отделимо в том и только в том случае, если

каждое одноточечное множество в нем замкнуто.

Действительно, если X отделимо, то множество точек

прикосновения множества (ж} состоит лишь из одной точки т

замкнуто. Обратно, если - любая точка из X и замкну то,

а у- отличная от точка из X , то она не может являться

точкой прикосновения множества поэтому найдется tie 2^.та¬
кая, что уе It.

Основываясь на пункте 2 теоремы 6, можно утверждать,

что в отделимом пространстве замкнуты любые конечные множества.

Более сильное по сравнению с отделимостью требование

выделяет класс так называемых хаусдорфовых пространств.

Топологическое- пространство х называется хаусдор-

ф о в ы м, или Тг- пространством, если для любых

различн'ых точек <х,уеХ можно указать окрестности UsWx7
Ve. Wy, не имеющие общих точек.

Ясно, что хаусдорфово пространство отделимо, но не

наоборот* Например, если X - бесконечное множество и фильтр

окрестностей точки oreX определен как совокупность всех множеств,

содержащих «я? и имеющих конечное дополнение, то получившееся

топологическое пространство отделимо, но не хаусдорфово.

П. Топологическое пространство ОС хаусдорфово в том и

только в том случае, если пересечение всех замкнутых

окрестностей произвольной точки joeX состоит лишь из единственной

точки JC .

Действительно, если гс- окрестность точки ^,_не
пересекающаяся с некоторой окрестностью точки у , то уё tL (по

определению замыкания). Таким образом* если X - хаусдорфово

пространство, то* у любой точки зсеХ найдется замкнутая

окрестность, не содержащая любую другую точку уеХ . Следовательно,

переселение всех замкнутых окрестностей точки а: содержит лишь

еГ .

Обратно, если пересечение всех замкнутых окрестностей
точки зсеХ состоит только из , то для любой ОТЛИЧНОЙ ОТ.

уеХ можно указать замкнутую окрестность CL точки az , не

содержащую у . Но тогда дополнение г//9 будучи открытым множеством,
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является окрестностью каждой своей точки, в частности и точкиу.
Поскольку гсп и = ф, a <яс,у

- произвольные различные точки из

X , то X - хаусдорфово.
Чтобы сформулировать дальнейшие аксиомы отделимости, нам

понадобится полезное и в других отношениях понятие окрестности

множества £ в -X • Под этим понимается всякое множество с/сХ,
которое служит окрестностью каждой точки асеЖ , иначе говоря,

окрестность множества Е - всякое

множество tt в X такое, что Е<^&° Обозначая через Ж£ систему
всех окрестностей множества^ , можем записать ■

Отсюда, или непосредственно из определения, следует, что если

то является фильтром.
Топологическое пространство X называют Г5- п р о с т -

р а н с т в о м, если каковы бы ни были замкнутое множество

Та X и точка ye F , существуют окрестности Z& множества

F и V - точки у , пересечение Vп И которых пусто.

Заменяя в доказательстве предложения П точку зс. множеством

F , получим следующий результат.

Ш. Топологическое пространство X является

^«пространством в том и только в том случае, если пересечение всех

замкнутых окрестностей любого замкнутого множества*^ совпадает сF.

ТУ. Топологическое пространство X является

^-пространством в том и только в том случае, если фильтр окрестностей

любой точки jcgX имеет базис, состоящий из замкнутых множеств.

Действительно, пусть -X -^-пространство, л: - любая

точка из X и V- некоторая ее окрестность. Множество

замкнуто и не содержит точку «гс . Поэтому, согласно предложению

Ш, найдется замкнутая окрестность W множества F , не

содержащая точку «г . Множество W' открыто и jceW', следовательно,

'IQX. Тем более It- V/'e ^.Но так как W - окрестность Р ,

то W°=>F , и, в силу соотношения (3), имеем Vs>v°=F^ W°=W^l/.
Таким образом, замкнутые окрестности точки яс. образуют базис

фильтра

Рассмотрим замкнутое множество F^X и точку <sceF .

Поскольку 2/^^найдется замкнутая окрестность точки л:,

содержащаяся в F(. Множество г/открыто и содержит F , стало

быть, г/'— окрестность множества F , не пересекающаяся с

окрестностью г£ точкам, т.е. X является ^-пространством.
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Отделимое Г3 -пространство называют регулярным.

Понятно, что регулярное пространство хаусдорфово. Обратное, вообще

говоря, неверно.

И, наконец, последняя аксиома отделимости. Топологическое

пространство X называют JJ - п р о с транств ом, если для

любых двух замкнутых непересекающихся множеств в X существуют

их окрестности, также не имеющие общих точек.

Имеет место предложение, аналогичное предложению1У.
У. Топологическое пространство X является ^-пространством

в том и только в том случае, если фильтр окрестностей любого

непустого* замкнутого множества имеет базис, состоящий из

замкнутых множеств.

Действительно, предположим, что X - 7^-пространство, возьмем

в нем замкнутое множество F и его окрестность W. Так как

U°^> F7 то I}- и°~ гсг замкнуто и ае пересекается с F . Поэтому
можно найти окрестности ^ множества F и ztx - множества Fx,
также не пересекающиеся. Поскольку Z/0<= имеем UQc=
е Fj-V*-Следовательно, в гб содержится замкнутая окрестность

Uc множества F.

Обратно, возьмем замкнутые множества Ft , F& с пустым

пересечением и положим & =F/^ Поскольку G открыто и содержит J2»
оно является окрестностью множества^, следовательно, можно

указать замкнутую окрестность ifx множества Fx , содержащуюся

ъ& . Положив Z//, заметим, что открыто и

(j~-^.Таким образом, окрестность множества^, не пересекающаяся

С .

Если ^-пространство х к тому же и отделимо, его называют

нормальным. Нормальное пространство ре:гулярно. Обрат-
ное и здесь не имеет места. Несколько позже будет дана

характеристика нормальных топологических пространств, удобная для при-’

ложений (теорема Урысона).
В заключение отметим, что, как нетрудно показать, свойства

отделимости, хаусдорфовости, регулярности сохраняются при

переходе от пространства к подпространству. Этого уже нельзя

сказать о нормальности, хотя построить соответствующий пример не

так уж и просто.



§ 2, Предел в топологическом пространстве

Рассмотрим соответствие F , действующее шз множества 7 в

топологическое пространство х . Наличие в множестве X топологи-

ческой структуры позволяет говорить о пределе соответствия F

по некоторой системе подмножеств в Г * В этом параграфе? буд?£

приведены соответствующие определения я выведены элементарные

следствия из них.

2.1. Начнем с нескольких простых предварительных фактов, в

которых не используется топологическая структура в X *

Пусть ОС* фильтрующаяся (по убываяшю) система вепустяк

подмножеств в Т в Через F<00 обозначим совокупность всех

множеств вида ЕГЛ] с Je ОС -

I. Система F<Q{> фильтруется до убыванию.

Действительно, пусть ЛХ9 Л^еОС. Найдем в ос такое

множество */t что Jlcjfj njg.Тогда

ТСЛ* FfAnJzJc F[JJnF[J6]
(см. 1.2.2), что и требовалось...

ЗАМЕЧАНИЕ. Если - фильтрующаяся но убыванию система

подмножеств множествах , то* заменяя F на F"15 получим, что

Е~* также фильтруется по убыванию.
П. Если F однозначно, причем А*~Х ш ОС- фильтр в

$2(Т)} включающий SI*, то F<0&~ тоже фв»ль.гр.
Так как для любого ЛеОС дересеченяз JfftS&g&Gc я ОС-

фильтр в системе непустых подмножеств Т , тоЛо^рт0',
следовательно, FCJl-FMnSljp]*#. Пусть 2?~ такое подмножество

вХ , что F[Jo] да некоторого . Можно считать,что

Тогда Gfi-F^L&fcF'^EFEJtoll^Jo ш, поскольку ос ~

фильтр и J0eOC} toj# также входит ъОС* А тогда £>^Bf$Af =

=F[F'J[B]J= F[J] у
так что BeF<OC>. Учитывая результат

предложения I, получаем, что F<0O~ фильтр.
Ш. Если в условиях предложения П ос - ультрафильтр, то

F<or>- также ультрафильтр.

Воспользуемся критерием предложения У (1Я)« Пусть £<=-Х.

Так как F^[Е]иF 'J[£7=*F"J[xl=SlpеОС?то по указанному

критерию одно из множеств F~J[E]; F~J[Ef] входит в Ос .

Поэтому если, например,F'I[E]^Ot? то F[F~jt[E’]]^F<ocy)^ тогда,

поскольку E-F[F'J[EJ]; множество Е входит в фильтр Р£Осуу
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к осталось еще раз воспользоваться упомянутым критерием.

2.2. Рассмотрим множество Т , топологическое пространство X,
соответствие F i Т--> X в фильтрующуюся по убыванию систему*#:
подмножеств множества Т , обладающую тем свойством, что^//?^*
Ф ф для любого JjeOC* О таких системах ос будем говорть,
что они задевают Q,p . В этой ситуации пределом

соответствия^7 гю системе ОС называют элемент jc

пространства X такой * что фильтр F<oc> ? порожденный
системой F<ocy9тоньше фильтра окрестностей точки . При этом

используют обозначения

Приведем несколько более детальную формулировку определения.
Именно, расшифровав понятие ’’тоньше", фигурирующее в

определении, легко убедиться в том, что равенство
= означает:

для любой zfe можно указать такое Jfe ос
? что FCJl^tf.

Така^ детализация полезна при доказательствах соотношения *х~

C'irpF - по произвольной г(е мы будем указывать
Jfe Ос, удовлетворяющее условию FEJtl*1 & , что оказывается

равносильным требуемому соотношению.

Пусть базис фильтра 2^* Тогда соотношение jz~&/nF

равносильно следующему: для всякой Me 56^ можно указать Леос

такое, что F[£]<~Zf. В этой равносильности легко убедиться,

используя определение базиса фильтра.

Рассмотрим сужение F0 соответствия F на подмножество Т0
области определения- jQ

I. Если сист-ема Ос задевает множество % и существует.

тогда существует у равный^.

Действительно, если г/е %;,то найдется JeOc такое, что

Ш F0 [/]<=■ F[J?l, поэтому F0 [/]<= tf
f
что и

требовалось.

Довольно ясно, что это предложение не имеет обращения ~FC
может иметь предел по Ot, тогда как F такового не имеет» Это

может произойти потому, что значения F на тех элементах из

Лп&р7 которые не принадлежат , могут не укладываться в

некоторые окрестности точки ни при каком <J/e ОС.

Пусть да - фильтр непустых множеств топологического

пространства X и F - тождественное соответствие F:х (jceX).
Тогда дТС можно рассматривать как фильтр подмножеств

множества^^ и говорить о. пределе F по 7FC. Если такой существует и
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равен , его называют пределом ф ш ,я ь ? р а да, сам

фильтр да называют с х о д я щ я ы с я (к «г). прз ятсй

используют одно из следующих обозначений; .Сходи-
мость ТУс-^а: равносильна тому, что фильтр тоаыао фильтра
окрестностей'точки *с , или что всякая окрестность точки ^

принадлежит фильтру Ш.

Если дтъ лишь фильтрующаяся по у.бываиж система подмножеств

X , будем говорить, что сходится я'л: (или что

есть предел ш )если, фильтр , порождеЕяый сходится к

.точке «х . Обозначения в этом случае иеппльзукигся те же,что
и для фильтров.

*

Мы стали говорить о сходимости фильтров, имея уже

определение сходимости соответствий» Можно было поступить иначе -

определить сначала сходимость фильтров путем сравнения их с филь?-

рами окрестностей, затем на этой основе дать определение

сходимости соответствий со значениями в X . Тар; можно поступить

по той причине, что система Т<осу фильтруется по убыванию,

и пределом F по Ос можно было назвать предел фильтра fZoc^^
порожденного совокупностью F<ocy.

Эти подходы немного разнятся по форме, я это различие

будет использовано при обсуждении вопросов, связанных со

сходимостью,-^ зависимости от ситуации, из соображений наглядности

и удобства рассуждений и доказательств, мы будем использовать

либо предел соответствия, либо предел фильтра.

Укажем, как подходят к определению предела семейства

элементов топологического пространства. Пусть

семейство элементов из X , у которого множество индексов S -

упорядоченное фильтрующееся (по возрастанию) множество. В

дальнейшем, допуская вольность речи, такие семейства будем

называть фильтрующимися (по возрастанию). Образуем

систему ОС подмножеств множества вида - {| £• S �£»/*}
(Л€&). Нетрудно убедиться в том, что эта система

фильтруется по убыванию, а вместе с ней фильтруется по убыванию и сис-

тема.e&fcp) подмножеств X вида АеЗ}. Фильтр

Wt(tp)7 порожденный системой &(<?) } называют фильтром
■2? р е ш е семейства ip: } (4&S). Аналогичные определения

можно дать и в случае, когда данное семейство фильтруется по

убыванию.
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Элемент X 9 являющийся пределом соответствия ;

по системе {Зд} подмножествS , называют пределом

семейства iJC§ I. Б этом случае говорят также, что семейство

{^} сходится к аз # и факт сходимости [<&§} к <х,

обозначают символом «г«Дг>л^или ~$ез <сс° Если нет надобности

выделять, к какому именно элементу сходится семейство, такое

семейство просто называют сходящимся.

Иначе можно сказать, что (*&$} сходится к ж # если фильтр

Фреше этого семейства сходится к <*с, т.е. если он тоньше

фильтра окрестностей точки <х, * Последнее, как нетрудно

убедиться,означает, что для любой окрестности its точки можно указать .

такое ЯеВ г что <х^еи при всех 4е&7 %>Х.
В случае семейство {£сп} (ле 7Y) называют пос¬

ледовательностью элементов топологического

пространства X , предел {&*} по системе ОС множеств 7Ът =

^{ле Ж; rnj (гле Щ называют пределом после¬

довательности . Для предела
последовательности используют те же обозначения, что и для семейства, иногда

еще, учитывая специфику системы Ос » используют обозначение

(X- к^К/77
/t.—f' tSrCf .

Напомним (см* 1.3.5), что подмножество £ называют

конфинальннй (вправо) в 2 , если для каждого <*£0

в можно найти элемент , следующий за | , Ясно, что

если S
'

конфинальнс множеству 3 ш 3 фильтруется по

возрастанию,, то Зв также фильтруемся по возрастанию* Семейство

{<&%} называть конфокальным под¬

семейством данного семейства {jc^} Cle S) .

П. Если {^} фильтрующееся семейство элементов

топологического пространства X , сходящееся кх , то к ос

сходится и.любое конфяаальяое подсемейство данного семейства.

Действительно, пусть £^с g и £с конфиналыю S . Так как

^#11^ т0 дая окрестности гс точки яь найдется

такое' ?£& р что для всех , следующих за £ . В си¬

лу конфинальности,в 0(О можно указать такое, что

тогда Жд € 7J для всех ЯбЗо ? Ль 4о 9 что я требовалось.
Пока мы говорили о пределе соответствия, фильтра, семейства,

нисколько яе упоминая о его единственности* Оказывается,
единственность предела зависит от свойств топологии»
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Ш. Для того, чтобы предел любого сходящегося соответствия со

значениями в топологическом пространстве X был

единственен,необходимо и достаточно, чтобы X было хаусдорфово.
В самом деле, пусть £,0 • Возьмет яепери

секающиеся окрестности tie W#, Уе 2^,Тогда по определению

предела можно указать такое Ле ОС
, что Р[Л^ FTJl^Y, что

невозможно, поскольку Vn tf= 0 . Итак, единственен.

Обратно, пусть X не хаусдорфово. Тогда можно указать две

различные точки х>у в X, обладающие тем свойством, что любые

окрестности U,V этих точек имеют непустое пересечение.

Рассмотрим тождественное на X соответствие^, т.е. (хеХ),
а в качестве Об возьмем систему OC^{zin V; сбе91^, • Ясно,
что ОС фильтруется по убыванию. Так как для любой tOe имеем

F[tCnV]c г/, то ’ аналогично и fapFу
что противо¬

речит условию единственности предела.

ЗАМЕЧАНИЕ. Ясно, что это предложение можно было

сформулировать и в терминах сходимости фильтров. Именно, пространствоX
является хаусдорфовым в том и только в том. случае, если всякий

сходящийся фильтр подмножеств X сходится к единственной точке.

Понятно, что в хаусдорфовом пространстве всякое сходящееся

фильтрующееся семейство, в частности всякая сходящаяся

последовательность, имеет единственный предел. Любопытно, что

предположение о единственности предела только у сходящихся

последовательностей, вообще говоря, не обеспечивает хаусдорфовости,

пространства.
2.3. Используя понятие _сходим ости, можно получить полезное

описание точек замыкания Е множества £^ X.

Говорят, что фильтр 77Z задевает множество £^Х,

если МпЕ*0 для каждого Мет. В частности, если ЕеЖ, то

Ш задевает^ .

I. Пусть £- множество топологического пространства X и

jceX . Если jcelT, то существует фильтр дП, , содержащий
множество £ и сходящийся к а* . Наоборот, если сходящийся к точке

•х.■ фильтр задевает множество Е , то J?e£.

Действительно, пусть*хе£, . Согласно предложению П (1.4)

пересечение Ул£ непусто, какова бы ни была окрестность V

точки jc . Совокупность всех множеств вида УпЕ ( Ve

фильтруется по убыванию и, очевидно, сходится k*z:. Понятно, что
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фильтр ^ , порожденный этой совокупностью, содержит Е .

Рассмотрим теперь какой-либо фильтр ^ , задевающий
множество Л и сходящийся к данной точке ас. . Любая окрестность V точки

з: входит в 1ГС+ а тогда У_пЕ*ф. С помощью предложения П (1.4)

заключаем отсюда, что жеЕ.

Из доказанного вытекает следующий критерий замкнутости

множества.

П. Множество Е топологического пространства X замкнуто в

том и только в том случае, если любой предел каждого

сходящегося фильтра, содержащего множество.# , входит вЕ .

В одну сторону результат предложения вытекает

непосредственно из предложения I.

Рассмотрим множество_£ , удовлетворяющее условиям данного

предложения. Пусть а:е£ . Согласно предложению I существует

фильтр, содержащий множество Е и сходящийся ка: . По условию

jccE . Таким образом, £= Е и Е замкнуто.

ЗАМЕЧАНИЕ. Если Е замкнуто, тяъ задевает Е и ЯТЬ-*-

то ггеЕ.
_

Ш. Пусть ЕСХ и зсеХ . Если ссеЕ , то существует

семейство элементов множества.# , сходящееся к jc. Обратно, если

I~ сходящееся к *геХ семейство элементов

множества Е , то зсеЕ.
__

В самом деле, если зсеЕ , то Zl/nE*& для любой tie

Образуем семейство элементов из Е следующим образом: за S

возьмем систему 2/^ всех окрестностей точки «г, упорядоченную

так, что V означает Vctt , и каждой окрестности Uz £

поставим в соответствие произвольным образом выбранную из

ZlnE точку Убедимся в том, что полученное

фильтрующееся по возрастанию семейство сходится кл . Действительно,

пусть К,- произвольная окрестность точки а^. Тогда,

согласно определению отношения порядка в множестве индексов

семейства, для всех V» и, имеем &veV<=-tt, bTK$jL&jcvez/, что и

требовалось.

Пусть теперь ($££)- какое-либо фильтрующеемя се¬

мейство элементов из £ , сходящееся к агеХ . Поскольку фильтр

Фреше семействазадевает множество^ и сходится kjc,to,

согласно предложению I, получаем что и требовалось.
Если {лг„} (ле31)- последовательность точек множества Е ,
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сходящаяся к точке jce X , можно утверждать, что jceJZ. Однако,
если предполагать заранее, что xef, то, вообще говоря, невоз- •

можно реализовать л: как предел последовательности точек

множества^ . Однако бывают топологические пространства, в которых

такая реализация тем не менее возможна. Именно, если для любой

точки прикосновения л: любого множества Е топологического

пространства X можно указать последовательность {л:#,} течек изЛ?,

сходящуюся кл , говорят, что топология пространства X с е к-

венциальна.

Отметим условие,, при котором топология наХ секвенциальна.

1У. Если при любом ,хе X фильтр имеет счетный базис,
то топология пространства X секвенциальна*

Этот факт может быть доказан по тому же образцу, что и

результат предложения Ш, еслет только заметить, что в условиях

данного предложения для каждой точки are X можно построить

убывающую последовательность окрестностей, которая будет
служить базисом фильтра 2/^ всех окрестностей точки jc. .

2.4. До сих пор, говоря о пределе соответствия со

значениями в топологическом пространстве, мы не предполагали наличия

топологии в том множестве, где лежит область определения

соответствия, и предел рассматривался просто по фильтрующейся

системе подмножеств ос , задевающей область определения данного

соответствия. Существенное значение имеет тот случай, когда Т
также является топологическим пространством и в качестве Ос

берется фильтр окрестностей точки из Т •

Рассмотрим топологические пространства Т и X, и пусть

F- соответствие из 7 в X , а ±- точка изА^. Говорят,
что F непрерывно в t , если, при условии

однозначности F в точке t , существует * равный FM-
В случае, когда пространство X отделимо, в определении

непрерывности соответствия F , сохранив условие однозначности/7

в точке i , можно заранее не требовать выполнения равенства

Г = Fd) - оно будет следовать из существования предела £unF.

Еоли топология на X хаусдорфова, то из существования предела

следует как однозначность F в точке t , так и

равенство £unF=F(i). Отмеченное свойство нетрудно вывести из

соответствующих определений.

Пусть У0 - сужение F на подмножество 7^ области определе-
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нияЛ2^в Из предложения I (2.2) вытекает

I. Сужение ^непрерывного в точке -ЬеТ0 соответствия^

непрерывно в точке -t .

Рассмотрим подпространство Тс топологического пространствам
и предположим, что<QF^T0 .

П. Соответствие Г непрерывно в точке teSip как

соответствие из Т0 в X в том и только в том случае , если оно является

непрерывным в точке t как соответствие из Т в X .

Действительно, фильтр ЗД. окрестностей точки -t в

пространстве Т0 состоит из всех множеств вида U>nT0f где ЫвЩ. Так

как j£; то F[tfnTol^ F[v] .для любого tie 2D±.
Следовательно, откуда и вытекает доказываемый факт.

Имея в виду установленный результат, мы при изучении

непрерывных соответствий ограничимся случаем, когда они определены на

всем пространстве Г . Лишь отступления от этого правила будут

оговариваться. При этом, говоря о непрерывных соответствиях,

мы ограничимся рассмотрением отображений, т.е. однозначных

соответствий.

Обсудим другие формы определения непрерывности и некоторые

свойства непрерывных отображений.

Пусть TfX - топологические пространства и ср -

отображение множества Т в множество х • Если ц> непрерывно в точке

teT , то, согласно данному в 2.2 определению, это означает,

что для любой окрестности W. точки зс можно найти такую

окрестность И ТОЧКИ t , ЧТО lf[tt]cL 14/.

Ш. Отображение (f непрерывно в точке ±еТ в том и только

в том случае, если для любой где x-(fC-b)y множество

cf~*[W] явля£тс^ окрестностью точки i .

Действительно, если (f непрерывно в точке -t и W -

окрестность точки cfCt) , то, поскольку существует такая

окрестность it, точки -6 9 что if[it]^ W, можно написать tic.

^7,0ТКУда следует, что (f~£[Wl также является

окрестностью точки ±.

Обратно, если для произвольной окрестности W точки x=(fCt)

множество И= tf-J[W] служит окрестностью точки t , то,опять

же, Lf[vl~&{]]<=■ W, так что (f непрерывно в точке t .

Отметим, что в обратную сторону предложение остается верным,

если рассматривать не все окрестности точки jc-cf(t:)7 а лишь те,
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которые входят в какой-либо базис фильтра окрестностей этой

точки.

Во избежание возможных недоразумений, укажем еще что из

непрерывности ср в точке -t не следует, что образ <р[if]
окрестности U точки ± будет окрестностью точки с?(£).

В терминах сходящихся фильтров определение непрерывности

можно сформулировать следующим образов.

IV. Отображение if непрерывно в точке teT в том в только

в том случае, если .для любого фильтра-ОС% сходящегося к ±

^выполнено Cf<OC>—
В самом деле, пусть ОС—Это означает, что ОС содержит

фильтр Wt и, следовательно, ^ LfiЩхИмеем далее

Ц<ОСУ=^^20^,поэтому^ если if непрерывно в Ь
, т.е. если

где tOjc ~ фильтр окрестностей точки

то и if^ОС> ?4с- Таким образом, cfft).

Обратно, предположим, что соблюдены условия предложения»

Поскольку Щ'*-— t, то if tfC£); и отображение if непре¬

рывно в точке -ь .

Нередко оказывается удобным критерий непрерывности в

терминах сходящихся семейств элементов из Г .

V. Отображение (f непрерывно в точке teT в том и только

в том случае, если для всякого фильтрующегося семейства {£§}
($€3) точек пространства Т , сходящегося к точке ir ,

семейство 1<Р(-6$)}'С§€3) СХОДИТСЯ К Cf(t).
Действительно, пусть W а* В) - такое фильтрующееся

семейство элементов из Т , что £€"оГ i и cf непрерывно в£.

Если W- произвольная окрестность точки <ос=(р(1:)у е силу

непрерывности в -6, можно указать такую I/€ ЗД,что cf[z/]cW.
С другой стороны, можно найти такое , что для

. Тогда е <р[г//«= W и

Обратно, предположим, что (fc^ykля любого семей¬

ства , сходящегося к -Ь * и рассмотрим произвольную

окрестность W точки Jtr= (?(£). Обозначим (f-* [W] через If . Если

■ЬЕ и0} то t£Zf°=v'7 и на основании критерия Ш (2.3)

существует фильтрующееся семейство ($€3) точек множества U%

сходящееся к ± . Так как по условию $ё/=? ) =^7Т0 ПРИ
некотором yeS имеем $> ?Jfпоэтому для этих

индексов (f-t[Y/]= г/. Между тем t^ezf .для всех .По-
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лученное противоречие показывает, что ±€К°У т.е, U служит

окрестностью точки i. . Применение предложения Ш завершает
доказательство.

Если топология пространства Т секвенциальна, то, как ясно из

доказательства, для непрерывности в точке t достаточно

потребовать выполнение условия предложения V не .для всех

фильтрующихся семейств, а лишь для последовательностей: если cf преобразует
любую сходящуюся к t последовательность {*/?} точек

пространства Т в последовательность {(f(-tn)}9 сходящуюся к Q>C-£)7 то (f
непрерывно в точке t .

В качестве применения предложения У укажем следующий факт..

У1. Пусть Т,Х,Y - топологические пространства и

<р: X-+Y . Тогда если cf непрерывно в точке ± , а - в

точке <f(-t) 7 то суперпозиция со- уо у представляет собой

непрерывное в точке -t отображение пространства Т в пространство У.

В самом деле, пусть такое фильтрующееся се¬

мейство точек пространства Т % что tgg = t. Тогда в силу

предложения У ^rg- лс. на том же основании

У(ж). Ъъ ip('X'£)~Cf;(cf(tg)=GDC££)p точно так же <^с>

~с&С6). Еще раз используя предложение У, заключаем отсюда о

непрерывности отображения со в точке £ .

2.5. Об отображении f топологического пространства Т в

топологическое пространство х говорят, что оно

непрерывно на множестве £<=>Т , если оно непрерывно в каждой

точке множества^ . В частности, если Е = Т , то ср называют

непрерывным отображением пространства Т в пространствоX .

ТЕОРЕМА I (2.5). Следующие утверждения равносильны:

1) отображение (f топологического пространства Т в

топологическое пространство X непрерывно;

2) прообраз У'1 [&] любого открытого множества &

пространства X является открытым множеством простран-

. ства Т ;

3) прообраз if~I[FJ любого замкнутого множества F

пространства^ замкнут в пространстве Т.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде Есего отметим равносильность

утверждений 2,Зтеоремы. Действительно, если множества GeOf(X) и

FeS(X) связаны соотношением Q 9^то и (У*LG],
поэтому множество Lf~i[F] замкнуто тогда и только тогда, когда
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открыто множество [{*]. Устансшш теперь ранаосвявдосзд

утверждений 1,2.

Пусть if -непрерывно, Ge Of(X), ?i~ <j>"*[(}], ±e&. Тогда

~tf>(L)a G7 и так как cp непрерывно в ;гочке Ь, а (т
> будучи

открытым множеством, является окрестностью точкаг;<с , ?о,' ог.глаеко

предложению Ш (2,4), множество ZL служит окрестностью точкя t •

Таким образом, г& - окрестность каждой своей точки, что и

означает открытость множества г&.

Обратно, везшем произвольную точку tcT и какую-либо

окрестность W точки = Йоскольку W° - открытое множе¬

ство, то по условию открыто и множество Vc
~ <Р~!так как

cceWcfTo -teVo f следовательно, окрестность точки t ,тем

более будет окрестностью этой точки множество V- [W], по¬

скольку tf~x[WJ =* (f~£[vfi~V0 . Применяя предложение Ш (2.4),
заключаем отсюда о непрерывности (fi в точке ± . Теорема полностью

доказана.

Топологические пространства Тщ X называют г о м е о м о р~

ф н ы м и, если существует такое взаимно-однозначное

непрерывное отображение пространства Т на пространство Л , что обрат-г
fiое отображение также непрерывно. Всякое отображение ср такого

рода называют гомеом орфизм ом пространства Г

на пространство X .

Ясно, что если пространства Tr X гомеоморфны, то гсмео-

морфными являются и пространства Х,Т* Из предложения У4 (2,4)

следует также, что если пространства Т, X и, равным образом,

пространства X7Y гомеоморфны, то гомеоморфны пространства
T,Y.

Пусть Т, X
- топологические пространства с топологиями т-Щ}

С teT) и (#£Х) соответственно. Если Г, X гомео-

морфны, и if - гомеоморфизм Т наХ , то, в силу

непрерывности отображений ср и и учитывая предложение П (2Д),
можем написать

(/><ШХ)>=> % CUT, сс&Х, « = с?CD).
Поскольку сротображение на X ,

то (р<Ц)<2У0
что

(?< (рсШ^У>= TlDj. 7

т.е. Шх (teT, jc=(p&)) и аналогично =

= <20t (ссеХ, t= <р(л•))
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Эти соотношения показывают, что если отождествить каждую

точку t пространства Т с соответствующей ей при отображении if
точкой (f(-6) пространства JX

, то отождествятся и фильтры
окрестностей соответствующих точек, т.е, при таком отождествлении

топологии пространства Т и X совпадут.

Таким образом, с точки зрения теории топологических

пространств, пространства Г в X одинаково устроены. Всякое

утверждение (в рамках указанной теории), справедливое для одного

пространства, может быть "перенесено" с помощью отображения cf
(или ц/ ) на другое пространство. Это обстоятельство нередко

служит основанием для отождествления гомеоморфных пространств.
Следует иметь в виду, однако, что такое отождествление

’’действительно” лишь в пределах теории топологических пространств.

Если же иметь в виду и какие-лябо иные структуры, кроше

топологической, то свойства пространств Т is X могут быть, разу-

дается, совершенно различными.

Вообще, от отождествления гомеоморфных топологических про-

странетв может быть мало пользы, если из множества всех

гомеоморфизмов не выделен какой-либо один, "канонический",

поскольку е противном случае часта во избежание недоразумений

приходится указывать способ отождествления данных пространств, ?,е*

некоторый гомеоморфизм.

§ 3, Теорема Урысояа

Среди- всевозможных отображений существенную роль играют

вещественные функции, т.е* отображения в числовую прямую/? или

••

расширенную числовую прямуюJH . Напомним, что если область

значений функции лежит ьМ , то о функции говорят как о

конечной функции. На протяжении этого параграфа мы будем заниматься

изучением различных свойств вещественных функций и завершим

его теоремой Урысона, показывающей, что богатство множества

непрерывных вещественных функций зависит от свойств того

топологического пространства, на котором они определены.

3.1. Удобным инструментом изучения числовых функций служат
так называемые лебеговские множества. Пусть на множестве Т

задана функция ср. и пусть сг - некоторое вещественное число.

Множества
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{(fi <c}=* (f'£[0*~r xj]- {te'T: (f(i) itJ. /
* (f-t[[-*-, &]]■={ieT:

(I)

~q>-i[(x, —)]•*{ ЫТ: tp(i) >xj,
I if >&}=if-t[rjc,-+-j]=(ieT :^а)>ху]

называются лебеговскиыя множествами

функции if .

Если ’для каждого <xeJR известно одно из множеств (I), то

функцию if легко восстановить,. Однако удойнее использовать

несколько более общий факт.

ЛЕММА I. Пусть Х<=№ • Если {&л} (яхХ)- семейство

подмножеств данного множества Т
, то на Т существует функция со

свойством

(V< л/с «Се <= {<Г* Я} С XC.XJ (2)
?■ том и только в том случае,если семейство \ ajc\ возрастающее,

т.е. если да любых <&РуеХ таких, что

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО» Пусть if - произвольная функция, заданная

на Т. Обозначим для краткости 0^ --= [ /f< jcl; ауЛ. Посколь¬

ку .для ох. < у (.х,уеШ Л очевидно,

рх.<= F*, (3)
то, если (f удовлетворяет (2), имеем о F^ ст. с: С/^

что и доказывает первую часть теоремы.

Обратно, пусть семейство {z/jc} (*хеХ) возрастает. Для

1еТ положим J/^
~

{jceX: ±£ £(х} й соотношени¬

ем на Т определена функция <f (со значениями в JH ), Проверим,
что для нее выполнено (2). Действительно, если множество {<f<&}
непусто, т.е. еслй для некоторых teT7 jceX будет (f(•{:)<
то, поскольку <р(£) < + <эоj множество^ непусто*

Следовательно, существует такой элемент . Так как -бег/о,
то по условию Iи это доказывает включение I %. .

Предположим теперь, что t£T л <эаеХ связаны соотношением ±еЦх

Ввиду того, что оно равносильно включению <jcejp£; то W£)4 <я1, л

доказательство полностью завершено.

+) Напомним, что (^j &) = {у*Х:у<ж},£^,сх]=*{у€Х
где Л есть & или Щ . Множества L<x, -+-J • определя¬

ются аналогично.
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Пусть, как я в лемме I, имеется подмножество X расшвреннвй
числовой прямой и два семейства /г/^} (jcgX) ъ {V#} (jeeX)
подмножеств множества Т . Пусть, далее, (f я (р - функции, заданные

на Т , для которых

{if г, Joj-c: e/jcc={<f4a:}, VxF(Л(:Щ4)
I. Если (p^qj +\ ТО ДЛЯ любых J£,<f£X таких, что

у-СоГ. Обратно, если X плотно в JR и для

любтаких, что ^<оГ, имеем Т^^г/^то
Пусть ip • Вследствие (4) имеем

V^c 1ч/4у}с[</>4у}с[<р<л.}с1/л (х,уеХ,у*.Л).
Предположим теперь, что X плотно в J? и Vy с ^ для

любых с£;,у£.Х?у<:^:,Возьмем teT. Доказывая неравенство (f(t)4 (pit),
можно считать, что (p(t)< + <*>,Пусть £ - вещественное число,

большее (р(£) . Так как интервал ( У(£)0 г) представляет собой

непустое открытое множество .в J& , э.Х плотно в J2 , то

найдется а:еХП ((p(-£),Z). Заменяя здесь ъ па<&, найдем число

уеХП((р({),зс)- Таким образом, существуют числа , для

которых i>j(t)*z. Но тогда

Vyc ахс{1/±'сс}с{(р< г}7
так что г. -В силу произвольности z получаем отсюда,

что УН) (£) ,
что и требовалось.

__

СЛЕДСТВИЕ I. Если X - плотное в JH множество и i£/jc}(xeX)-
возрастающее семейство подмножеств множества Т , то функция ср ,

удовлетворяющая соотношениям (2), единственна.

В самом деле, если для функции (р также соблюдены

соотношения, аналогичные (2), то, полагая в I V^c= (лееX); получим

(f-& <+> и одновременно - ^ ^ ср.
СЛЕДСТВИЕ 2. При тех же предположениях относительно X,

{ Хг}(хеХ)и Г-мееы

{У<zj "Мл (Ь)
Х4 Z. -

> £,

В самом деле, согласно (3) при *х,< г (jceX) имеем {¥<*}
Обратно, если (f(t)^Z(teT, /геЛР)?то в интервале (</>(4), Z) можно

указать число у , входящее вАг , и, следовательно, te (ср^^а{/х.

+) Имеется в виду упорядоченность в множестве функций, т.е.

ерь (р означает (р({) < <//('■£) для*всех teT.
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Аналогично проверяется и второе из равенств (5)*

3.2. Б условиях предыдущего пункта предположим дополнительно,

что множество Т снабжено топологией - это позволит нам

рассматривать непрерывные функции ,_заданные на Т.

Поскольку при любом <xeJ2 множества , &) и (<х,
открыты, а множества х] и [<xt замкнуты в Щ , то в случае,

когда у7- непрерывная на Т функция, множества и

открыты, а множества и [f^xj замкнуты.

Оказывается,справедлив обратный факт.
_

I. Пусть X - плотное в Ж множество. Если заданная на Т

функция V7 обладает тем свойством, что при каждом хеХ

множества [cp<xj и {(f>xj открыты, то cf непрерывна*

Действительно, цусть W - окрестность точки zelR . Считая ъ

для определенности конечным, найдем включающий точку ь

интервал (oL(p)c- И/. Поскольку множество X плотно в Л ,_а интервалы

(joL, z) ъ °УТЬ непустые открытые множества в Ж , то оба

пересечения (&,г)п~Х и (z,Jb)f)X непусты, так что существуют

такие точки х^ х2вХ; чтоос^хх< В частности, отсюда

следует, что (<xj7cX£)cW/£cm teT , то, принимая меем

Lf~2[Y>/]^>(p~J[(Xi,X£)l=:{(p>x^(){4f<:x^jQ& как пересечение в

правой части по условию открыто и содержит точку £ , то оно

является окрестностью этой точки, следовательно, и (f~![)VJ служит

окрестностью точки Ь , и функция if непрерывна в точке ± .

Если £ бесконечно, то в проведенном выше рассуждении

вместо интервала (oi,jb) надо взять несобственный интервал

или (ы7—+).
Множества взаимно дополнительны, поэтому

открытость первого равносильна замкнутости второго. В связи с

этим в условиях предложения I вместо открытости множеств

{(р>х} можно требовать замкнутость множеств {(f^xj- для.г£.Х,
По тем же соображениям предложение I останется справедливым,

и при замене условия открытости множеств требованием

замкнутости множеств (хеХ).Эти рассуждения будут ис¬

пользованы при доказательстве следующего результата.

ЛЕММА 2. Пусть Л - плотное в М множество и { г/х.} (хеХ)-
сёмейство множеств данного топологического пространства Т .

Тогда на Т существует непрерывная функция if ,

удовлетворяющая соотношениям (2), в том и только в том случае, если

■ (х.дсХ. </+*). (6)

39



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если функция (р существует, то при любом

jceX .имеем {с т/£ сяду замкнутости множества

и открытости множества Поэтому, полагая в 1(3.1)

и принимая в качестве tfx множества а в качестве Их -

множества прнд8м к (6).

Пусть теперь выполнены условия (6). Наряду с семейством {tfx)
ЬсеХ) рассмотрим еще семейства {ух} (хвХ) и {Wx} Сле-Х)>г№

Vx= z/£? Wt= .Условие (6) обеспечивает соблюдение условий

лешш I для всех трех семейств, в связи с чем можно утверждать

существование таких заданных-'на Т функций # ;
что для каж¬

дой из них выполнено соотношение вида (2):

{(ptxjc. <p±x}.;{<2)Cjr}c Wr<r[a)4Jc} (xxX).

Если (x^eX)y to Uy^l/я <= г/# =Xr; aV^z/Jc^c г/г.;иt
следовательно, в силу I (3.1)^^ С другой стороны,пе¬
реписывая соотношение (6) в виде Wy*1 Yr (г,уеХ, у* &), опять с

помощью 1 (3.1) заключаем, что (р^со. Стало быть, ср^ср^со.
Согласно (5) можем написать

{<?±z}= {q>t*.}=J£xYx. , {(р*г}= {a>&z}=n Vljc. С^ей).
£ СС >*2,

Но Ух открыто, а замкнуто при любом хеХ , а тогда {ср^}
открыто, и {tp^zj замкнуто для каждого ЪеМ . Остается

применить предыдущее предложение.
ЛЕММА 3. Пусть Т - ^-пространство, F- замкнутое

множество в Т и V - открытая окрестность множества F . Тогда

существует семейство мнвжеств {U*-} /Д..; х=С{,...,Ял) такое, что

1) Z//=i\ tlf-vr

2) если ~£р
~

1
то Up

— ifm г

3) если Jr. < то ^ (Г</
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проведем индуктивное построение требуемого

семейства множеств. Положим zj£=F7 If. Проверим, что

множества У0°7 удовлетворяют второму и третьему условиям. Так

как /л=п=о7 то во втором условии должно быть либо

либо а тогда выполнение второго условия следует из опре¬

деления множеств {/0°t z/J, С третьим условием дело обстоит

аналогично.

Пусть множества С//77 определены для всех ш , не превосходя-
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щих некоторого натурального гь . Если четно, положим

Un+rUji- Рассмотрим случай k^-l). Так как,
согласно предположению, в силу третьего условия леммы имеем

(и^1) 9
то (Z/£**)°- окрестность замкнутого множества и£.

Возьмем какую-либо замкнутую окрестность множества лежащую
в примем ее в качестве множества Таким образом,

v»s'c(K+i)Dcz Un+i <= (US*)°. (7)

Убедимся в том, что совокупность (mtn+i) удовлетворя¬
ет второму и третьему условиям леммы. Пусть р,т^ ти-i. Если

второе условие выполнено в силу индуктивного предположе- ,

ния. Допустим, что р~ты-1, /л^п. Из равенства — = — следует,
к r/£ /> 2? 2Lm

что ~k четно, а тогда опять же по индуктивному

предположению. Если р*т = л то , и требуемое равенство
также выполнено.

Рассмотрим а к, е такие, что;рг<
— (х=о,1,...,8>Р,

, Ят). Пусть />= 7ьи, тка.&ст К четно, мы приходим к

ситуации, подвластной индуктивному предположению. Пусть x~B.s+l.

Заметим, что в этом случае -*■*{, < -4^,*-A-.f->откуда
<* * р £п 2 & 2 &

СИЛУ предположения, с учетом соотношения (7)
получаем

__

<=^"Л
Аналогично рассматривается и случай р^п. Пусть /л=*р

= /1+1.

Если одно из х,£ четно, этот случай сводится к рассмотренным.

Допустим, что Ж, е нечетны и *< в. Тогда < _L ,

но K+i7 i-i четны, так что в силу предположения и результатов

рассмотренных ситуаций имеем

Таким образом, согласно принципу индукции требуемое
семейство множеств существует.

Вещественное число ос называют двоично-рациональным, если

оно представимо в виде с некоторыми целым к и

ЛЕША 4. Множество двоично-рациональных чисел плотно в JR..

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В самом деле, пусть а?е№ и г/- некоторая

окрестность точки jc. . Согласно определению топологии на JR

можно считать, что л+е) (6>о). Найдем такое нату¬

ральное гь , что ^-<6, Рассмотрим множество {vs £ •• jn<cx}=<J
и обозначим через С его точную верхнюю границу: C^sup<Л. Тогда
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Т5_,01КУДа 1*1*' ~2Л
= ~р<а>следователшо,

в любой окрестности точки зе. оказалось возможным найти двоично-

рациональное число.

Если «г = +<»и (а,,—*-) - некоторая окрестность точкито

в силу принципа Архимеда найдется такое ле &С
9 что/7>^и

осталось заметить, что /7=~~ - двоично-рационально. Случай о©

рассматривается аналогично.

3.3. Доказанные леммы лежат в основе следующего важного

факта теории непрерывных функций, известного под названием теоремы

Урысона.
ТЕОРЕМА I (3.5). Пусть Т - топологическое

^-пространство. Каковы бы ни были замкнутое множество FaT и его

окрестность Z/, существует непрерывная на Т функция if
такая, что

tfCti -0 Ct&T\ V); (fCTl^Co.il. <8>

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через X множество всех двоично-;

рациональных чисел. Согласно лемме 4 множество X плотно в R.

Определим семейство {z/x.} (*xeX)<полагая

(0
,
если

z/^, если

Т, если

где множества из построешого в лемме 3 семейства.

Проверим, что семейство {tf<c} (jceX) удовлетворяет условию (б)

леммы 2. Возьмем числа сХ^вХ? ^«Г-Если хотя бы одно из этих

чисел не принадлежит отрезку [о,II7 то (6) выполняется

тривиальным образом, поэтому рассмотрим лишь случай & ^1.

Пусть у— Jpj ч jc = - Из второго и третьего условий леммы 3,с

учетом определения семейства (z/jc}, имеем ZJy= .

Применяя лемму 2, убеждаемся в существовании непрерывной на Т

функции, для которой, соблюдены соотношения (2). Так как 1/^=0
для зссо (сГеХ), & г/а: = Т при я>1 (<zeX)7то согласно (5)

{cf±oj=0 и следовательно, все значения функции cf
лежат в промежутке Если teF , то te Uo^

поэтому .
Так как, с другой стороны, %z>^c/^to вне

множества z/x , тем более вне Z/ , все значения функции (f равны

единице.
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Итак, функция (f удовлетворяет требованиям теоремы.
ЗАМЕЧАНИЕ. Если F - замкнутое множество, a .XL— его

окрестность, то непрерывную на Т функцию <р, удовлетворяющую (8),

будем называть урысоновской функцией цары (F, X/).

Покажем, что справедлив факт, обратный результату теоремы,т.е.

из существования урысоновской функции для любой пары (F,X/)
можно заключить, что Т является -пространством. Действительно,
если F- произвольное замкнутое множество, tt- какая-либо его

окрестность и </- урысоновская функция пары (F, х/^то
множество v= замкнуто и его внутренность содержит множество

{cfcj,}, которое, в свою очередь, содержит^. Таким образом,

V является замкнутой окрестностью множества F . Поскольку,
очевидно, Vc-ZL, то этим доказано, что фильтр окрестностей

множества F имеет базис, состоящий из замкнутых множеств. Отсюда на

основании предложения У1 (1.8) заключаем о том, что Т есть

'^-пространство.
Теорему У|нсона иногда бывает удобнее использовать в

несколько иной формулировке.
СЛЕДСТВИЕ I. Пусть F0, Fx - непересекающиеся замкнутые

множества топологического 2} -пространства Т . Тогда существует

непрерывная на Т функция ср такая, что

<рш~о (*£&)} с±*р£у, (fcn^ Ш1■

(9)

В самом деле, дополнение ZL множества Fx открыто и содержит

Fc, стало быть, XL- окрестность множества ij. Урысоновская
функция пары (F0,Х/)$ очевидно, удовлетворяет соотношениям (9).

В нормальном пространстве одноточечные множества замкнуты,

поэтому справедливо

СЛЕДСТВИЕ 2. Если F- замкнутое множество нормального

топологического пространства Т и точка t0e Т не принадлежит

множеству F , то существует непрерывная на Т функция <р такая,

что

<fU)=0 CieF); срао)*1} (f[T]c[of£]. ПО)

Отделимое топологическое пространство, обладающее тем

свойством, что для любого замкнутого множества F и точки t0£F

существует непрерывная на Т- функция ср , для которой имеют

место соотношения (10), называется вполне

регулярным. Результат следствия 2 означает, что нормальное

пространство вполне регулярно. Следует иметь в виду, что обратное не¬
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верно.

Рассуждая так же, как и в замечании к доказанной теореме,

нетрудно убедиться в том, что вполне регулярное пространство

регулярно. Однако и в этом случае обратное неверно: как можно

показать, существуют регулярные пространства, на которых нельзя

задать никакой непрерывной функции, кроме постоянной.

Пусть имеется некоторое множество Т и класс Ф функций,

заданных на Т . Множества EXfE^T называются функци о -

нально отделимыми с помощью класса Ф , если

существует функция уеФ и число ъ такие, что одно из множеств

Eif Esi содержится в множестве {<^гг^,а другое - в

Если в этом определении заменить множество множеством {<РЩУ
где 6 < Z ,то говорят о строго функционально

отделимых (с помощью класса Ф ) множествах Fi7 F%.
Из следствия I вытекает строгая функциональная отделимость с

помощью класса всех непрерывных (или только ограниченных

непрерывных) функций непересекающихся замкнутых множеств

топологического Ц -пространства..

§ 4. Сравнение топологий

4.1. Рассмотрим некоторое множество .X и две топологии Я и

Т на нем. Пусть I - тождественное отображение множества X на

себя, т.е. 1сх)=л для любого леХ. Если j непрерывно как

отображение пространства (Х9Л) на пространство (Х,*?),то говорят,

что топология д сильнее топологии г (или что

топология т слабее Л ), и пишут А> Г (или т^Я )•

Обозначим через 2/^. и фильтры окрестностей точки л в

топологии Лиг соответственно.

I. Топология Я сильнее топологии т в том и только в том

случае, если для любого JoeX выполнено

Действительно, достаточно заметить, что для каждого

множества УсX имеем

Из 1 вытекает, в частности, что если пространство (ХпТ)
отделимо или хаусдорфово, то при Я> Т таким же будет и

пространство (X,J).
С помощью предложения 1У (2.4) получаем

П. Топология,/? сильнее топологии Г в том и только в том

случае, если каждый фильтр, сходящийся в пространстве (Х7Я) к
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некоторой точке леХ , сходится к этой же точке и в

пространстве СХ^).
Аналогично с помощью предложения У (2,4) доказывается

Ш. Топология Л сильнее топологии т в том и только в tow

случае, если каждое фильтрующееся семейство точек из X ,

сходящееся в пространстве Я) к какой-либо точке, сходится к этой же

точке и в пространстве (X, *£).
Привлекая, наконец, результат теоремы I (2,5), получаем

следующий критерий*
1У. Топология Я сильнее топологии 'Г в том и только в том

случае, если <%Я(Х) => Ojt(X) ЙЛЙ есш ^(Х) =>J^CX).
Обозначим через совокупность всех топологий на множест¬

ве X .

ТЕОРЕМА I (4,5). Отношение "

т слабее р\
”

(Т7 я £ ¥(Х))
является отношением порядка в множестве £^Х).При этом

каждое множество <g<z ? (X) имеет точную верхнюю и

точную нижнюю границы*

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Справедливость первой части

теоремы■очевидным образом вытекает из предложения !«,

Приступая к доказательству второй части, отметим прежде

всего р что, как непосредственно ясно из определения, дискретная

топология-г ■

и вырожденная (антидиекретная) топология Т0шХ

служат наибольшим и соответственно наименьшим элементами

множества ?£%). Из этого замечания, в частности, следует, что

теорема верна# если ^^.Предположим поэтому, что л?£0? ш

через обозначим фильтр окрестностей точки ^ в

пространстве (Х7т)~
Покажем прежде всего, что существует точная верхняя

граница каждого конечного множества Тл,.,.7 '$,} топологий на

X • Для каждого осеХ образуем систему всевозможных пере-

•сечений у, п V» п.,. п Vn, где ух е х=1,/^.Поскольку
пересечение двух множеств из снова входит в , эШи

же свойством будет обладать и система Точкам

принадлежит каждому из множеств системы XL} следовательно,

отображение Л:л*-*-
у

где ~ фильтр, порожденный системой

представляет собой предтопологию наХ * Убедимся в том,

что /? - топология на Ж • Пусть - совокупность всех от¬

крытых а топологии окрестностей точки & ш

Jchn ££л.... п Множества из системы от-
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крыты в предтопологии Д . В самом деле, для множества

с a'=s.2f...77i) имеец следовательно, если ±e£r~hiGx?
то Gr# £$()+* тем самым&е Последнее означает, что

так что каждое множество открыто. Множества системы^
составляют, понятно, базис фильтра^., следовательно, Я .

*

топология наХ . Непосредственно из определения Л ясно, что

так что гк^Л (х=1,Л,...,/1)Ясля топология jje %(Х)

такова, что ft и V*e<30^ (я:вХ, к*1,й,...,л)?а
^^следовательно, V= ft Vk£<w£ и <%£<: т.е. Я^/f ■ Итак, доказано,
что A^sapir'ltg,...^}.

Обозначим через $ множество топологий нах , состоящее из

точных верхних-границ всех конечных подмножеств^множества
Поскольку точные верхние границы множеств $ и g совпадают (см.

предложение УП (IЛ)), достаточно рассмотреть случай, когда

фильтруется по возрастанию. В зтом предположении обозначим %£
0 Ух^еХУ. Пусть т£,\£ £<%>,.,т.е. пусть

(т„ гге£). Поскольку можно найти такую

топологию те it,, что Ту, т4 9
то V/? Vz€<wZ , поэтому y£nVze <90*с<90л.

Если Vce и V^V0* то, найдя такое te£ , что Vc е <20% , полу чин

У6 Таким образом, фильтр. Очевидно, является

базисом этого фильтра,- при этом для множества GeOf^.
существует такое тс £■ , что £•£ Of%, так что ■ Из

сказанного выше вытекает, что семейство А:{%^ (жеХ)
является топологией наХ , причем, очевидно, более сильной, чем любал

топология из^ . Если теперь //
- какая-либо ве-рхняя граница/,

то (JceX'Tzg), в связи с чем Следователь-
нои Л-МР^.

Для доказательства существования точной нижней границы
множества £ достаточно згметить, что, по доказанному, каждое

множество в ? имеет точную верхнюю границу, и сослаться на

предложение У1 (1.2).

Теорема доказана полностью.

ЗАМЕЧАНИЕ I. Пусть некоторая совокупность фильтров
непустых подмножеств множества X . Заметим, что пересечение

фильтров из 5^- всегда фильтр, который, как

нетрудно понять, представляет собой точную нижнюю границу

совокупности ^ в множестве всех фильтров непустых подмножеств в X : <£~
= Об объединении тЗ-^иЩ} уже нельзя сказать,-что оно

J mig
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является фильтром, поскольку система & может яе фильтроваться.
Дополним поэтому совокупность & , присоединив к ней всевозможные

пересечения Vz п... п Vn. CVne 40* * множеств,

входящих в конечные подмножества { ‘З/Те, ...,^/7} множества

и полученную систему^обозначим через гУ . Понятно, что если ^
ограничено сверху, то &- фильтр, представляющий собой точную

верхнюю границу совокупности множестве всех фильтров непустых

подмножеств множества X it?'- sap ^ .

Рассмотрим множество g 9 состоящее из фильтров окрестностей
точки леХ в множестве £ топологий наХ . Понятно, что

отображения Л I ЭирЁзс, 6:-х, f~*— inf где Sop£a.9 “ точ¬

ные границы в множестве фильтров .непустых подмножеств множества

X 9 являются предтопологиями на.Х . Исхо.дя из доказательства

теоремы, нетрудно п^дять, что^? ^всегда
топология на.Х , прй

этом Ьцр£х,-<Ш)^ир 9 где <25^ - фильтр окрестностей точки сс

в топологий Supjg Нельзя, однако, утверждать, что <г - также

топология на.Х т.е, фильтр infitjc. ы'ожет нэ обладать базисом,

состоящим из открытых в предтопологии 6
множеств.

В этом

случае справедливо лишь включение ^
? которое может

оказаться строгим, Можно показать, что есть топология,

ассоциированная с предтопологией б .

ЗАМЕЧАНИЕ 2, В соответствии с .доказательством_теореыы и

замечанием I, пересечения а У2 П---Л V& Тке£7н^1й9%.,/1)
окрестностей точки в топологиях, входящих во всевозможные

конечные подмножества множества £ , составляют

базис фильтра окрестностей точки jc. в топологии A — Sap£„Фильтр
окрестностей ^0^ точки сс в топологии Я получается как .

<&£ Wj СаеХ).
4*2в Вновь расрмотрим два топологических пространства;^^

И (Х,Л) . Пусть //:{<%)£} (хеХ) и f -'{ям/} С**Т) - некоторые

топологии на множествах X я Т соответственно. Если //^а/>-^
то, по определению, тождественное отображение 7'х множестваX

в себя непрерывно как отображение пространства (XfA) в

пространство (Xjjtf), а 1Т~ тождественное отображение множества Т

в себя - непрерывно как отображение пространства (Т, $) в

пространство (Т, ??). Поэтому если ср - непрерывное отображение

пространства (Т,т) в пространство (хуА), то суперпозиция (/>==
= 1ло<ро1т непрерывна как отображение пространства (Т9р) в про-
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странство (Жft). Иными словами, усиление топологии наТ* и

ослабление иаХ не нарушает свойства отображения (f быть непрерывный.

Более полная информация о топологиях на Г иХ, сохраняющих

непрерывность данного отображения, содержится в следующих двух

утверждениях.

ЛЕММА I. Пусть (р- отображение множества Т в множество X .

Какова бы ни была топология Яе¥(Х)^в множестве £ всех

топологий ре У(Т)уобладающих тем свойством, что (f - непрерывное

отображение пространства (Т,р) в пространство

(X,Я);существует наименьшая т . При этом для любого хеХ совокупность

if^< 7Ю£>(*x-=(f>tt)) является базисом фильтра окрестностей точки -Ь

в топологии Т.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО с Пусть Of
=

Ofa (Л) - система открытых в

топологии А множеств в-Х . Рассмотрим совокупность
~ tcf~,[^]: к СИЛУ свойств отображений, установленных

в § 2 главы I (см. там соотношения (27), (29)), множество

так же как и*у , выдерживает операции пересечения конечного

числа элементов и объединения произвольного семейства элементов,На

основании теоремы 2 (1.5) существует единственная топология Т

такая, что совокупность совпадает с системой <%т(Т) от¬

крытых в Т множеств. При этом фильтр окрестностей точки £еТ

порожден фильтрующейся по убыванию совокупностью Vit множеств

из ip~! содержащих ■& .

Докажем, что те S . Возьмем произвольную точку teT, и

пусть We (jc- PC*)). Внутренность W° множества W является

окрестностью точки л: , так что по определению (f~*[ W°]e
Более широкое множество <р~£[W] подавно входит в^г. Согласно

критерию Ш (2,4) if непрерывное в точке ± отображение

пространства (Тт) в пространство (Х,Я). Ввиду произвольности точки

t это означает, что Teg* с Из сказанного следует также, что

если то совокупность iP~!> служит базисом фильтра

io*
Если теперь р- произвольная топология из Ж , то, снова

применяя предложение Ш (2.4), можем написать (f-U720*.> <=^ TUk
(ieT^fU)),следовательно, с что ввиду пре.дложения 1(4.1)

равносильно соотношению Т&р . Лемма полностью доказана.

ЗАМЕЧАНИЕ I. С учетом сказанного в начале этого пункта

утверждение леммы можно было записать в виде inj£.
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ЗАМЕЧАНИЕ 2, Построенную в лемме I топояогию t* называют

прообразом топологий ^ при отображения f.

Иногда также говорят, что топология т на Т получена переносом

топологии Л посредством отображения у

Аналогичный лемме I результат получается, если зафиксировать

топологию на множестве Т.

ЛЕММА 2. Пусть if
- отображение множества Т в множество .X *

Какова бы ни была топология г на Т , в множестве Ж всех тополо-

гий’ус/б ?£Х)?обладавдих тем свойством, что <:/- непрерывное ото-

. бражение пространства (Т, €) в пространство (X,tf)} существует

наибольший элемент Д »

•

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Положим % докажи, что .Дс^Г,

Пусть W6 TWjc. ■
Соглгсви замечанию 2 к теореме!

существуют топологийи множества Wre 7W^r(K~t,!l
/г) такие, что Поэтому п <f~l[W*].

Но множества '(f~*[Wx] с АУ~ окрестности точки -Ь Св прост¬

ранстве^ т) ), стало быть, и их пересечение
- также окрестность

этой точки, тем более этим свойством обладает более широкое
множество .<f-£[W], Итак, if непрерывно в точке t и, значит, на всем

Т. Таким образом, Ле%.
ЗАМЕЧАНИЕ I. В случае, когда область значений if совпадает с

X , можно, показать, что через УЮд (£<zT)
обозначен фильтр окрестностей множества Е (см, пункт 1,8).

ЗАМЕЧАНИЕ 2, Построенную в лемме 2 топологию Л называют

образом т о п о л о г и и Т при отображении <f • 0

топологии /2 говорят также как о топологии, полученной

переносом на X топологии *с. посредством отображения (f ,

Следующая теорема дает удобный в ряде случаев способ

введения топологии намножестве Т.

ТЕОРЕМА 2 (4.5).Пусть {Х^} €£) - семейство

топологических пространств и {(f£ семейство отображений

данного множества Т вХ. Среди всех таких топологий р
на множестве Т , что каждое отображение ifh непрерывно
как отображение из (Т9 р) вХ, существует слабейшая

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть . Согласно лемме 1наТ можно

указать топологию^, слабейшую из таких, топологий р наТ ,что

^
- непрерывное отображение (Т,р) %ХС* Если теперь 7.

то в еялу замечания к лемме I все. отоб^жения <А из (Т7т) в^'э
непрерывны. Если же топология ft :f (Т) такова, что к&ж-
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дое отображение ^ т (^р)вХ^ непрерывно» то по лемме I $>т*7
следовательно, 7 так что топология <Г- искомая.

ЗАМЕЧАНИЕ I. Ecit Учесть результат леммы I, то, согласно

замечанию 2 к теореме I, можно утверждать, что фильтр окрестностей
(в топологии^) точки teT имеет базис, состоящий из всех

множеств вида^. где пе ^„-произвольные элемен ¬

ты множества £} , a окрестность (в пространствеХ^ ) точки

лжш<р ct) СК=1Я^...;7Ъ).
ЗАМЕЧАНИЕ 2. Опираясь вместо леммы I на лемму 2, можно

доказать теорему, аналогичную теореме 2 о существовании топологии на

множестве X 9 сильнейшей из тех, при которых все данные

отображения cf^ топологических пространств Ц вХ непрерывны* Точную

формулировку этой теоремы и ее несложное доказательство

предоставим читателю.

О топологии, определенной надмножестве Т с помощью теоремы 2,

будем говорить, что она порождается семейством

отображений {(f^\ ££€£)-
4.3. Опираясь на указанный в предыдущей пункте способ

задания топологии, опишем конструкцию произведения топологических

пространств. Прежде всего напомним определение произведения

множеств* Пусть {X*} (teT)- семейство произвольных множеств.

Образуем множество и рассмотрим отображение *х:Т-+~Ь,
обладающее тем свойством, что при каждом teT выполнено

jc&JeXt'. Совокупность 9Е всех таких отображений называется

произведением данного семейства (или множеств

данного семейства) и обозначается символом Л X*. Если Т=
то дяя обозначения произведения применяют символ XxxXi*... *Хп.
иди ffX*, еслЕ Т~К9 то произведение обозначают через
оо

П Xv В случае же Х+~Х при всех ±еТ > т.е. если все ”со-
К*£

' к х

т

множители” одинаковы, то произведение обозначается через X -

это есть, таким образом, совокупность всех'отображений
множества Г в множествоХ • При ,л},вместо X^,2f~*/z* пишут

просто Х'7', а в случае, когда используют обозначение Х°?
Элементы произведения можно, разумеется, тракто¬

вать и как семейства элементов объединения S. Если хеЗС, то,

обозначая = можно сказать, что гс - это такое семей¬

ство {а:^} (teT) элементов из 5 , что jc^eX* при любом -беТ.
Эта тачка зрения особенно удобна, если Г-{/,£,...г/г.}. или когда
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Т=ж. В первом случае элементами произведешь служа* всевоамож-

ные наборы вида (xt,xt,„,xtf> #KeXK ви второй
-

последовательности {<£Сх} (Лк€гХх, m'tft).
Если хе Э£=Р Х+ ,

то элемент ,лу из Х-. называется коор-
ir£ Т '

•
f~ г

д и н а т о й элемента зс с индексом ± (шш* в еоотштс^ющих

случаях, с номером t ).

Из принципа выбора (см. принцип УШ в 1ДЛ) следует* чго ео~
'

ли pf для каждого reT* „ то и ^/1,0 . Понятно, что если

хотя бы одно из множеств Xt (teT) пусто, таким ке будет и

произведение Л

Пусть ^^сТЗНаряду с произведением ЗЕ-Л^Х^ рассмотрю*

произведение Зео~ПтХ±. Возьмем произвольный элемент *х$~Ж s

обозначим через jc0 псужение отображения лг яа2£. Ясно, чтолгв€^е.
Сопоставляя элементу л? элемент мы подучяы отображение Рт
произведения дб в произведение^ , которое называется

проекцией (с множеством индексов Т0).
Если Т0 состоит из единственного элемента ±с , то %0 •-Х±л

проекция РТо (она в этом случае обозначается просто через )

сопоставляет элементу *£€<%? его координату с Яндексом ±0щ
Предположим теперь, что каждое из множеств Xt

рассматриваемого семейства снабжено топологией. Пользуясь теоремой 2 (4.5),
определим топологию на произведении яак слабейшую из

топологий, относительно которых все проекция Д. CteT)
непрерывны. Если через ПО£ обозначить фильтр окрестностей точки

Ц£Х± С-беГ), то согласно замечанию к теореме 2 (4.5)
множества вида

V=£x К[W«] (леп>*«еТ1 ПО^(х),ЫА-МD
образуют базис фильтра окрестностей точки jchX - Поскольку,
очевидно, J^j[Wft]=Л Щ, где Щ есть Xt , если -ЬФ±Ху и

W*. если t=tK, то
ter

r‘uTV* (?)

Понятно, что если в (I) или (2) под понимать лишь базис

фильтра окрестностей точки , то множества указанного ви¬

да образуют базис фильтра окрестностей точки & ,

Множество Э£ с указанной топологией называется

произведением семейства {Х*}(1еТ) топологических пространств.,

или просто произведением топологических пространств (teT).
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Установим некоторые свойства произведения топологических

пространств. Сохраняя прежние обозначения, имеем

I. Пусть ZfL- фильтр в произведении семейства/.Я*}
CteT) топологических пространств и сседС. Тогда Ш-^ai в том и

только в том случае, если Р±(<х) при каждом teT.

Из дд£-*-,х, следует сходимость соответствующих фильтров в.

каждом из Xi (teT) в силу непрерывности проекций^ .

Пусть We TlOp ^Щ>и некотором ±еТ . Если условие

предложения выполнено, то, поскольку фильтр, имеем У/ер^^ТПУ
Следовательно, в ?db существует такое множеством , что

^J^fEl.Ro тогда P^[W]=>E и, значит, PfJ[W]e Ш. Отсюда

следует, что .и множество У вида (I) входит в фильтр ддъ , а это

означает, что сг.

Аналогично доказывается ш следующее предложение.

П. В условиях предложения I фильтрующееся семейство (^}
($£&) элементов пространства ЗС схо.дится к точке лее X в tow

и только в том случае* если Р+Сх^)-~+*р^(к) при любом teT.

В одну сторону предложение доказывается снова ссылкой на

непрерывность отображений Д. ,

Рассмотрим какую-либо окрестность V точки вида (I). Если

условие предложения выполнено, то для каждого ...
?

можно

подобрать £^6 S так/что ДхС^)е W# для Пусть

f0e£ таково, что
.
Если ^ |р;то

при всех л.. Стало быть, a^eV для этих же £ , что оз¬

начает сходимость семейства { це£) к

Ш. Если при каждом -teT пространство X* хаусдорфово, то

произведение 3£= ЛХх также хаусдорфово.
В самом деле, пусть Ш- фильтр в бв , сходящийся к точкам

&t> пространства. X * В силу предложения I ш

ДШ> ij C&it) при каждом teT . Так как пространстваха-

усдорфовы, то на основании замечания к предложению Ш (2.2) имеем

Pi-ixx) =Р*СТ£)№Я любого ±еТ . Отсюда тогда, снова

опираясь на указанное замечание, можно заключить, что <£. хаус-

дорфово,
В качестве примера рассмотрим множество Рм всех функций (в

тоы числе принимающих бесконечные значения), определенных на

некотором фиксированном множествен/ . Согласно определению

множество FM можно записать в виде Мм . Снабдим $>м топологией
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произведения. Если (&ц } ($е£)~ филъ?]жющеео<: отейо элемеа-

тов из JRM% то, в соответствии с предложение* & в ?о.у

и только е tow случае, если Pt }~^ (t) .x(-i)^Р± (^) для

каждого ieM . В связи с этим обстоятельством топология;

произведения на Ж?'* называют топологией. п о т о ч е ч я о й (юш

покоординатной) сходимости.
_ Все сказанное о Мм. можно повторят* и о пространстве &мч

элементами которого являются всевозможные конечные функция,
заданные шМ. Топология произведения на1&м совпадает, очевидно,
с топологией, индуцированной из J?A

Если
,.,7 п}:ъъШм превращается в Мп\ Топология по¬

координатной схода ости ка JR11' называется е в к л и д о в о й.

Если x=(JC£‘,&JL,...7Qen)ejRn'ih вещественные числа, что

л?ке р«)7?о произведение fl (oiK7j5^f' - окрестность точки .гг .

Понятно, что множество всех открытых параллелепипедов, содержащих

данную точку вляется базисом фильтра окрестностей точки

еГ в евклидовой топологии.

Наряду с пространством Мм всех конечных вещественных

функций на-Д/ , можно рассматривать и пространство См всех

комплекснозначных функций, заданных наМ , с топологией произведения.

Ясно, что и в этом случае сходимость будет поточечной.

§ 5. Компактные множества в топологическом пространстве

Обычно, говоря о компактности множества в топологическом

пространстве X , требуют хаусдорфовости последнего. Обратим
внимание читателя на то, что большинство сведений о компактных

множествах не используют предположения хаусдорфовости, и по этой

причине нами будет рассматриваться компактность в топологическом

пространстве без наложения требований к пространству,

выраженных в аксиомах отделимости.

5.1. Пусть С - множество в топологическом пространствеX.

Систему Ш подмножеств множества X называют покрытием

множества С, если CcUU в Покрытие^ называется о т к р ы-
с/£ UC

т ы м, если оно состоит из открытых множеств, иначе, если

Vtcqcx).

+) Это произведение обычно называют (открытым)
параллелепипедом или прямоугольником.
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Множество С<= Ж называется компактным, если в л«>

бом его открытом докрытая содержится конечное покрытие.

Иногда бывает удобно использовать несколько более общее по

фоше определение компактности*

1с Пусть С - множество в Zi * Рассмотрим семейство CfeQ)
множеств пространства^ , удовлетворяющее условию: для каждой

точки <глС найдется |&£; такое, что Тогда С компакт¬

но в том и только в том случае* если в а существует такое

конечное подмножество @ Р что семейство [&$}(££&)
удовлетворяет тому же условиюР что ш исходное семейство.

Для доказательства достаточно заметить, что совокупность

всех множеств' вида Zf$ С$£@) является открытым покрытием

множества С о

Непосредственно из определения компактности вытекает

IL Если С/9 €&- компактные множества пространства X , то

C^C/OCg также компактно.

Действительноя открытое покрытие Vo множества С является

открытым покрытие» каждого из множеств Cg. Следовательно,

существуют конечные Ж£ Ш такие, что C£clU ztCSLc.U U.
Ясно, что Ж,о Щощ/жшт покрытием множества С, очевидно,
конечной

Следует отметить, что пересечение CfjlCg, компактных множеств

^ компактные может не оказаться»

Для. зывода других свойств компактных множеств нам

понадобится определение компактности, сформулированное на языке

замкнутых множеств*

ТЕОРЕМА I (5*5)» Множество С в топологическом

пространстве X компактно в том и только в том случае, если

какова бы ни была совокупность <£ замкнутых множеств,

‘фильтрующаяся по убыванию и такая, что ^nFpJl= 0> существует
множество F0& оС,.для которого CnF0^.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Пусть С - компактное множество и оС

удовлетворяет. условиям теоремы* Обозначим через VC совокупность'всех

таких множеств ЦаХ , что Z?e<£. Так как С<=СР F)= U F=U if,
it oC jF€aL U£Vt

то Ж является открытым покрытием множества С , ибо все г/е гю

открыты.^Следовательно, найдутся множества tfg9.„7 такие,

что а это соотношение .можно записать в виде Сп Пт*

Но т/кеХ и, так как X фильтруется по убыванию,

найдется множество F0e<£ , содержащееся в каждом Z*^ , т.е. %СП ^.
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Поэтому С п F0 = 0-
Обратно, пусть открытое пскр«Ч*ад £„ Обтвэтк

через t>c совокупность всех тожвоть вкда
. и&л.

г!кьШ, Ясно,, что Ж ^также является ofKpuvm покры¬

тием множества £ и, кроме того„ £& фильтруемся по возрастанию.

Следовательно, совокупность всех ыяоже :-тв F^X таких, чу о

фильтруется но убыванию, а так как ПF*ЛМ'-(a/^с'
?г(£ ш&с ша

’

то Согласно условиям теоремы существует F06<£9 для

которого РолС=0,тэче9 Са^=г/0.Нп г?0ег£,т.е. £f0~zf£u
... и z/nTrze VxZVC п>)7следовательно, совокупность
{'Vtt'Zfz* служит открытым покрытием множества £ , содержа¬

щемся в Ж, и компактно* Теорема полностью доказана,

ЗАМЕЧАНИЕ. Если заранее известно, что множество С, замкнуто,

то условие теоремы в части достаточности .можно несколько

ослабить. Точнее, в этом случае, если пересечение любой

фильтрующейся по убыванию совокупности непустых замкнутых подмножеств
множества С непусто, то С компактно.

Сформулируем некоторые следствия доказанной ^еорекы,

Ш. Пусть С - компактное множество в X & г^~ фильтрующаяся
по убыванию совокупность замкнутых его подмножеств. Тогда,
какова бы ни была окрестность г/ множества Ф^О^Р9 существует

такое F0e&, что F0cZ/. В частности, если Ф^ 0 , то среди

множеств совокупности имеется пустое.

Заметив, что окрестность zt можно считать открытой, обозна- ,

чим через совокупность всех множеств вида £-FX’U-Fnitf
cFeit). Поскольку Л E = Zt'nfi^F= г/'пФ=09 система удоатет-

Ёё&ф Гбсг

воряет условиям теоремы I, следовательно, существует множество

Fca такое, что F0 n Uf=Cn(F0 V.

Нередко оказывается полезным следующий признак компактности

множества.

1У. Множество С топологического пространства^ компактно

в том и только в том случае, если любой ультрафильтр Ж,

содержащий множество С , сходится к некоторой точке же С.

Пусть_£ компактно и VL- ультрафильтр, содержащий С . Пусть

^сш<^оп^ 0* то» поскольку (ofle&t) фильтрует-
ся по убыванию, по теореме I для некоторого имеем CnJ?~
- 0 7 что противоречит определению фильтра, так како£ и С

входят в*. Пусть леЛоПС, .
Так как лесА , то со-
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гласно предложению Д (1,4) Учитывая, что - уль¬

трафильтр, заключаем отсюда, что У<5 ££ (см. УТ1.1)), так что

ге^т.е.
Обратно, пусть соблюдены условия предложения и -такая

фильтрующаяся по убыванию совокупность замкнутых множеств, что

FnCk$ для каждого Pel}. Совокупность всех множеств вида

ТпС с Fe & также фильтруется по убыванию, так что существу
¬

ет фильтр,, а, следовательно, ультрафильтр (обозначим его через

ОС ), включающий все множества указанного вида. Так как,

очевидно, CgVCi то по условию найдется точка эоаС , к которой
сходится ультрафильтр Vo, Взяв произвольные множество Те & и

окрестность V<£ <39^. и принимая во внимание соотношения Fe VC7
V£ VC

? получаем, что FnV*0, Значит, ввиду замкнутости

множества^ будет JceF. Следовательно, яеРпС и Л РпС*ф.
Применение теоремы I завершает доказательство.

6

Дадим пример применения предложения 1У.
V. Если С - компактное множество пространства X и С0 -

замкнутое подмножество множества С
9 то С0 также компактно.

В самом деле, пусть zt - ультрафильтр, содержащий множество

С0. Так как и подавно Сере ,. то VC сходится к некоторой точке

Но С0 замкнуто и Ссе ОС; поэтому согласно П (2.3)яе^
так что оказывается возможным применение предложения 1У, откуда

следует компактность множества Сс .

VI. В- хаусдорфово^ пространстве X всякое компактное

множество замкнуто.

Действительно, цусть С компактно и зее С. Так как X

хаусдорфово, то, в. силу предложения Ш (1.8), пересечение множества

аС всех замкнутых окрестностей точки & состоит из единственной

точки ж , следовательно, ^пу^<з1У== 0- Таким образом, <£

удовлетворяет .условиям теоремы I, так что должна существовать

окрестность Ve<£ точки гс ,яе пересекающаяся с С , а это означает,

что дополнение С' открыто, а множество С , таким

образом,замкну то.

Свойство множества быть компактным имеет абсолютный

характер
- оно не зависит от того, в каком пространстве

рассматривается данное множество.

УП. Пусть Х0- подпространство пространства X и£\<^Х0.Тог-
да С компактно вХсв том и только в том случае, если С ком-

56



пактао в X .

Действительно, пусть С компактно г. .X я -о%
- фильтрщаяся

по убыванию совокупность замкнутых в Х0 гшзкесга такая, что

Каждому множеству соотнесен его зг&ыкаяие Т в

пространстве X * Поскольку F~F/\Xo (предложение Ш (1*6)}, то

СпЛ^~ (СлХо)пП .F- СпП г аспР)~СпП JP = ф.
ТТ

FGTsO
п

F€ 1У0 J*6l53 JF& Zfgy f*
На основания теоремы 1 получаем, что существует такое Jrjsvo?
что Сп!^~ 0, Тем более СлF0 “• р<

Доказательство того, что аз компактаоста С в Х0 следует

компактность С в X , можно провоста аналогично*

.
Множество Е в топологическом пространстве JL называется

относительно компактным, если

компактно, его замыкание.

УШ. Если Хо~ замкнутое подмножество пространства X шЕс-Х0,
то F относительно компактно в Хс в том и только в том случае,

если F относительно компактно вХ .

В самом деле, в силу замкнутости Хс замыкание JE множества

F в пространстве X совпадает с его замыканием вХ0. Поскольку
£сХоприменим о предложение I.

Заметим, что без предположения замкнутости J£0 лишь из

относительной компактности £ в Х0 вытекает относительная

компактность £ вХ, но не наоборот.

Топологическое пространство X называется

компактным, если множество всех его точек компактно, т.е. если X

компактно в себе.

IX. Компактное хаусдорфово пространство X нормально.

Докажем сначала, что компактное хаусдорфово пространство

регулярно. Принимая во внимание предложение 1У (1.8),

достаточно доказать, что фильтр ^^окрестностей произвольной точки

<хеХ обладает базисом, состоящим из замкнутых множеств. Пусть

/&- совокупность всех замкнутых окрестностей
точки оГ . Тогда г/= ф={ос}с=У на основании предложения

П (1.8), так что в силу предложения Ш(5Л) найдется множество

И€гЯ, содержащееся в V .

Опираясь на доказанный факт и заменяя в проведенном

рассуждении ссылки на предложения 1У (1.8) и П (1.8) ссылками на

предложения У (1.8) и Ш (1.8) соответственно, придем к требуемому

результату.
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5*2* Очередной цункт этого параграфа посвятим рассмотрению

компактных множеотЕ б. случае ? если JC- естъМ или JQ *

Именно,установим критерий компактности множества в таком

пространстве,известный под названием теоремы Больцано-Вейедатрасса„ Прежде -

несколько предварительных фактов,
I, Пусть (р (<%&/£}- непустое фильтрующееся по возраста¬

нию семейство элементов.пространстваJX • Тогда если f
возрастает и ограничено сверху (в.Ж ), т существует |V/^7 если

же (f убывает и ограничено снизу (в X ) , также существует кт €Си-

§63 5
Если £ фильтруется по убыванию, то, наоборот, убывающее

семейство сходится к sag ос.£? а возрастающее.
- к

,.

Это предаожен^е^быяо обосновано з § 4 г^авы ПЧем* теорему
I (4.2)).'

П0 Пусть £ - непустое множество пространства^ . Если Е

ограничено сверху (снизу), тс SupEeE (сл-fEeE) .

Действительно, предположив сначала, что а~ = зир£ конечен и не

входет в Е , т.е* что а, не является точкой-прикосновения
множества Л о Тогда можно указать z>o такое, что EO(a-z7 a* Но

з таком случае точка a, ~

zy тая же как шо, , является верхней

границей множествам , очевидно? строго меньшей,чем о, «

Есл$ <2. = + со, доказательство можно провести аналогично,

используя определение окрестное*?® точки* о©.

ШФ Всякое непустое компактное множество в имеет наибольший

и наименьший элементы*

В самом деле, допустим, что непустое компактное множество С<=.Х

не иадеет наибольшего элемента, Тогда совокупность множеств вида

является открытым покрытием

множества С i для лкюого се С найдется такое згеС , что селе,

и,следовательно, се(*-7зс). Вследствие компактности С существует

конечное множество С0<=С такое, что С<=- <>г),Так как Сс- не¬

пустое конечное множество вХ , то в с*весть наибольший элемента.

Тогда г^что невозможно, поскольку тУеС0с.С7 а между

тем гГ€С~*-1 чУ).
Аналогично доказывается существование наименьшего элемента.

ТЕОРЕМА 2 (5.5). Непустое множество СаХ компактно в том

и только в том случае, если оно замкнуто и ограничено.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если С компактно, то, поскольку X хаусдор-
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фово, множество С замкнуто (предложение УХ (5Д)) ш, яс иредвд?-

щему предложению, ограничено.

Пусть теперь С - замкнутое ограниченное множество, Учаевая
замечание к теореме I»достаточно доказать- } что любая фвяъ^вркща-

-

яся по убыванию совокупность #' нецуодшс зашедше подмнотп\з

множества С имеет непустое пересечение-.

Так как каждое F*=-& непусто в ограничено, то существуют

i/v-ia£F в &р ~sapl*7 причем Возьшем множества FlfI^zP
и подберем Те & так» что °т~*

сюда следует, в частности, что семейство {щ J(р£3) убывающее
и ограничено сверху, следовательно, существует £гт г/р» Если

произвольное множество из т> и T<^F0% тс Цр€1сР0ч Семейство

{.Vp} (Fe&7Fc.F0)f6yv343& конфинаяьиш* семейству {z/p}(Fc-
&),сходится к «г. « Кроме того, jceFoJb склу з&ыкяутости Рф. Следователь-

В заключение еще раз напомним, что в этом пункте под X

понималось одно из множеств .J? или М, снабженных: интервальной

топологией.

Отметим еще, что условие ограниченности в случае, когда X -

расширенная числовая прямая, всегда выполнено, так что

пространство М компактно.

5.3. Следующий результат является обобщением хорошо совестной

теоремы Вейерштрасса о непрерывных. #шщиях# в связи с чем мы ш

его будем также называть теоремой Вейерштрасса.

ТЕОРЕМА 3 (5.5) . Пусть cf ~ непрерывное отображение

топологического пространства Т в топологическое

пространство X . Если С ~ компактное в 7’ множество, то образ (f[С]
компактен вХ .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Z& - открытое покрытие множества Л"-*

Рассмотрим совокупность ^ всех множеств вйда (&£ ^/Со¬
гласно теореме I множества, входящие в , открыты, а так как

то ^ является открытым покрытием множества С * Пусть <^0-
коночное покрытие множества С , содержащееся * Для каждого

найдем такое ZJeVC , что [и] совокупность всех таких

множеств обозначим через V0o* Тогда

cf[Hl= о <f[rtrу]]с а и.



Следовательно, VtQ также является покрытяем множества К
,

очевидно, конечным, так что К компактно.

СЛЕДСТВИЕ I. Пусть Т - топологическое пространство,

Непрерывная на Т функция (со значениями в R или ) имеет на

каждом компактном множестве С<=Т наибольшее и наименьшее значения.

Для доказательства_достаточно сослаться на то, что компактное

множество в JR или М имеет наибольший и наименьший элементы,

и воспользоваться доказанной теоремой.
СЛЕДСТВИЕ 2. Конечная функция if , непрерывная на

топологическом пространстве Т , ограничена на каждом компактном множестве

С<=Г.

Достаточно заметить, что if [С] , будучи компактным

множеством на числовой прямой, ограничено.
СЛЕДСТВИЕ 3. Если топологическое пространство X обладает

тем свойством, что существует непрерывное отображение
некоторого компактного пространства Т тХ , то оно также компактно.

СЛЕДСТВИЕ 4. Если (f ~ взаимно однозначное непрерывное

отображение, компактного пространства Т на хаусдорфово
пространство X , то обратное отображение ср-1 также непрерывно, т.е. у
является гомеоморфизмом пространства Т на пространство X .

Обозначим ц)
= cf-t. Есд$ F- замкнутое множество

пространства Т * то оно компактно, и значит компактен образ ^//77.

Будучи компактным, последнее множество замкнуто в! , Но ifLFl^
-•у-* [F17 так что прообраз (при отображении if) любого

замкнутого множества пространства Т замкнут ъХ , следовательно,

у-* непрерывно.

5,4. Следующий широко известный факт носит название теоремы

Тихонова.

ТЕОРЕМА 4 (5.5). Пусть (teT)
- семейство

топологических пространств я - Если при каждом teT

множество С+ компактно в пространстве Х± , то

компактно в .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ультрафильтр ъТ , содержащий
множество С* Согласно предложениям П (2.1), Ш(2.1)

совокупность Д. CZ£>- ультрафильтр вХ± , причем С£=Р±[с]^Д<г^сУ^
На основания предложения 1У (5.1) существует такая точка

что Щ. Полагая (jc±}(teT), в соответствии с пред¬

ложением I (4.3), имеем 'Ш По определению , следова-
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тельно, доказанная сходимость в силу 1У (5Л) влечет

компактное ть С .
_

СЛЕДСТВИЕ I. Множество С <= компактно в том и только в

том случае, если оно замкнуто.

Действительно., по теореме 2 (5.5) пространство JR компактно,

а в силу доказанной теоремы будет компактным и пространство Шм.
Остается лишь применить предложение У (5.1)*

СЛЕДСТВИЕ 2. Множество С в л® ^компактно в том и только в

том случае, если оно замкнуто и ограничено.

Действительно, пусть С - компактное множество в JRM. Считая

С=:0> рассмотрим функции

^ i/ifPtEC], zr;tt-+supPt£c] CteM) -

Так как по теореме Вейерштрасса множество [с] компактно в

JR , оно ограничено в JR 9 а это означает, что функции и, O'

конечны, т.е. что К, freJR'4. Но U& JC£ каков бы ни был jc.eC.

Замкнутость множества С есть следствие предложения У1 (5.1).

Обратно, пусть С - 'замкнутое ограниченное множество. Если

функции ZL, нижняя и верхняя границы множества*? , то С<=г-

cztQMCvCt)^T)'C6)J= [и,&1. Но,в силу теоремы 2 (5.5), при лю¬

бом i множество [it (t)rfct)J компактно в , а тогда, по

доказанной теореме, компактно и множество [&,V], Будучи замкнутым

подмножеством компактного множества, С компактно (см.

предложение У (5Л)).

Утверждение следствия 2 называют обычно теоремой Больцано-

Вейерштрасса.
■

§ 6. Разномерные пространства

Задание топологии на некотором множестве X позволяло

судить о близости точек из X к какой-либо данной точке. С

другой стороны, при изучении предела числового соответствия мы уже

сталкивались с ситуациями, в которых надо было оценивать

близость двух элементов, не фиксируя никакого из них. Так

было,например, при рассмотрении сходящихся в себе числовых

соответствий. На этом путв можно придти к такой структуре на множестве

X , называемой равномерной структурой, в которой можно говорить

о взаимной близости элементов из X . Цель введения равномерной

структуры не ограничивается возможностью рассмотрения аналогов

сходящихся в себе числовых соответствий. В рамках этой структу¬
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ры возникают важнейшие понятия анализа, такие, как полнота,

равномерная непрерывность, равномерная сходимость и т.п. Настоящим

параграфом мы приступаем к изложению элементов теории

равномерных пространств.

6.1. Рассмотрим множество X . Фильтр tyf) в системе непустых

подмножеств произведения Х^-Х*Х называется

равномерностью на X , если он удовлетворяет следующим трем

условиям:

1) каждое Уе% содержит диагональ A={(a:,a:j ; асеХ}
произведения Х^, т.е.Л^У (У^^Л'

2) с каждым Уе^в фильтр <%) входит симметричное У

множество У';
3) для любого Ve<%)' найдется zte<W такое, что z/о г/<=.У

Фильтр ЭД? называют также фильтром окружений
диагонали (вХ2') или, если достаточно ясно, о чем идет

речь, просто фильтром окружений. Каждое Уе <20 называется о к-

ружением диагонали в Хг или просто

окружением (вЙ. Если на некотором множестве X задана равномерность,

говорят, что на X задана равномерная

структура, или структура равномерного

пространства.

Упорядоченная пара ('X, где X - множество, а <20 -

равномерность на X , называется равномерным

пространством с равномерностью <20 • В дальнейшем, как

обычно в подобных ситуациях, мы нередко будем опускать указания

равномерности и говорить просто о равномерном пространстве X ,если,

конечно, такая вольность речи не приведет к недоразумениям.

Укажем два простых примера равномерных пространств. Пусть X -

некоторое множество. Фильтр <%) в Х^, включающий в себя все

подмножества Х£ , содержащие диагональ, удовлетворяет, очевидно,

+) Напомним, что множества из X *Х~ суть соответствия,

действующие из X в X. При этом диагональ Л есть не что иное, как

тождественное отображение множества X на себя, - обратное
к V соответствие: V 1{(я,у) «'суперпозиция
соответствий ^ W, именно, yjo V есть множество пар (\т, у)
таких, что существует %еХ , для которого (^с, W. Подроб¬
нее о соответствиях см. в § 2 главы I.



всем условиям определения равномерности. Такая равномерность на

X называется дискретной равномерностью. С другой
стороны, в качестве фильтра окружений можно взять ~ {Х~1 -

фильтр, состоящий из единственного множестваX2, Эту
равномерность на X называют антидиск.ретной, или

вырожденной.

При- рассмотрении некоторых вопросов бывает удобно
использовать не весь фильтр"*^ окружений .диагонали, а некоторый его

базис, Такой базис удовлетворяет;, понятно, всем трем условиям

определения равномерности. Нетрудно доказывается и обратный

результат, сформулированный в следующем предложении.

Пусть фильтрующаяся (по убыванию) совокупность
подмножеств множества^, удовлетворяющая.условиям 1-3 определения

равномерности о Тогда существует единственная равномерность
на Z , для которой^ служит базисом.

Не лишне отметить такой факт.

По Фильтр CW окружений диагонали А в ^обладает базисом *

состоящим из симметричных множеств, т.е. таких, что -V-V'-*

Для доказательства достаточно заметить, что для любого Уе

множество YnV1 симметрично, входит в® i содержится вУ.

Из условия 3 определения равномерности на X по индукции

можно получить

Ш. Для любых Ve*W и натурального тъ найдется такое,

что ио г[о,.то г/с у, где слева в последнем включении стоит

суперпозиция п экземпляров множества ZO,

Действительно, пусть ть - некоторое натуральное число. Если

п-&к (Kelt)7 то требуемое окружение К, получим сразу из

третьего условия. Пусть ть не является степенью двойки. Возьмем

me 7% такое, что тъ<2,т
7
и найдем UeW, идя которого И о ifо

...
о Zfc-'V7 где слева стоит суперпозиция $Lm окружений Ю. Тогда

имеем

Z/OZ/0...OZC =r ZtoZ/o ...oz/оАс...оА г/о г/о... о г/сГУ,
V. \ V _ ,

7

так что и в этом случае нужное окружение существует.

Каждой точке л: равномерного пространства (X, *20)
сопоставим фильтр состоящий из множеств V£x]={yeJ( : Сх,у)£У}
(Vetyfl)- сечений соответствий V из#.

1У. Семейство Т •• / Wjc} (jczX) “ топология ваХ .

Покажем вначале, что Щ - фильтр, каждое из множеств которо-
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го содержит точ. Действительно, если Y[oc]e то из

первого, условия определения равномерности следует, что (\x,jcjeУ, так

что jceVCsc], Далее, пусть Vx[jc], ^/2г7^Й^..Тогда, поскольку

из соотношения Ух[зс]пV&[я]=(У*пУ2)&с] следует

включение V,: £г7 О V& £х] е . Осталось проверить, что если U-V£a:]ec^x
и V/=>U, го М/б&^.Это свойство легко усмотреть из соотношений

Y/=((X*W)uV)££l и (XxW)UV=>V.
Итак, доказано, что { } (яеX) - предтопология на.Х . Убе¬

димся в существовании фундаментальной системы открытых

окрестностей каждой точки <дсеХ , Для этого достаточно показать, что

внутренность Uc каждого ll~YLa:] из также входит в

Действительно, согласно условию 3 найдется We<20 такое, что W°W<zV.

Пусть уа WlxJ. Тогда W£zf]<^ V? так что каждая точка yeWM'
входит в ZI с некоторой своей окрестностью, поэтому W[x]<^i£,
следовательно, z/°e ^..Предложение доказано.

Топология т называется топологией

равномерного пространства (Х,Щ или топологией, а с с о-

цированной с равномерностью® на

X , или просто равйомерной топологией

на.Х . Топология равномерного пространства (Х,^) будет
обозначаться, как правило, через Т(<!0).

Если базис равномерности <%) , то совокупность {V£x]:
: V* &} составляет базис фильтра окрестностей точки jc в

топологии г (<%)).
Понятно, что топология дискретной равномерности суть

дискретная топология, с антидискретной равномерностью ассоциируется

вырожденная топология.

Говоря о свойствах топологического пространства с

равномерной топологией,, мы будем нередко допускать вольность речи и

говорить о них как о свойствах равномерного пространства. Например,

выражение "отделимое равномерное пространство х ". или

"компактное равномерное пространство^
"

надо понимать так:

"топологическое пространство X с равномерной топологией отделимо", или

соответственно "топологическое пространство с равномерной

топологией компактно". Такая терминология вряд ли приведет к

недоразумениям
- равномерная топология целиком и полностью

определяется заданием равномерной структуры, и из контекста обычно

ясно, о чем идет речь в том или ином случае.
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Оказывается, что топология равномерного пространства обладает

некоторой квалификацией в смысле аксиом отделимости*

У. Равномерное пространство X - всегда 2^-пространство.
В силу предложения 1У (1.8) достаточно показать, что фильтр

окрестностей любой точки jceX имеет базис, состоящий из

замкнутых множеств. Пусть У[а:]е%?г>Найдем симметричное окружение W

такое, что М/о VV<= V, и покажем, что WfjcJcz Y/,x]. Действительно,

рассмотрим уе iv/jcJ-Так как любая окрестность точки у имеет с

VI[л] непустое пересечение, то, в частности, Wiy}п W£jc]fi 0.
Возьмем 2е W[у]п Wfa:J. Тогда ъ)е W9 (y,Z)e W, но W

симметрично, следовательно, (a:ty)e WqW^ V. Отсюда получаем,

что уеус&]щ т.е. Т#Гх]<=V£&J.
Топология равномерного пространства далеко не всегда

отделима. Точнее, имеет место следующее предложение

1У. Равномерное пространство отделимо в том и только в том

случае, если nV~A.
V€%)

Действительно, предположим, что ПУ^А ,
и возьмем две точ-

та:, у тХ * Соотношение у<=У[<х] для любого Уеозначает,
что (aty)ey (Ve<W)? кж (<х,у)е ЛУ 9 откуда <%= у

и T((fW)
отделима.

Уе^

Обратно, пусть 'С(<%0) отделима, но П У±А. Тогда найдутся
ve<W

точки ЗС,уе_Х такие, что *с + у и л,уеу для любого. Уе®'. Это
же означает, что у€У[а^1 {УеЩ, а это противоречит

предположению отделимости топологии т(<%)).
ЗАМЕЧАНИЕ. Из последних двух предложений следует, что

отделимое равномерное пространство регулярно, в частности хаусдорфово.

Равномерная структура на множестве X порождает равномерную

топологию на.Х . Из доказанных предложений можно придти к

выводу, что не всякая топология на X является топологией некоторой

равномерности - для этого она должна обладать некоторой

квалификацией. Топологическое пространство (X,//) называется р а в -

номеризуемым, если на X можно задать равномерность

так, что// совпадет с топологией, ассоциированной с

равномерностью щ) .

Отметим, что одна и та же топология на X может оказаться

ассоциированной с разными равномерностями наХ . Мы уже

рассудили, что не всякое топологическое пространство равномеризуемо.
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Полное описание равномеризуеыых пространств отложим до

следующего параграфа (теорема 3 (7.5)).
6.2. Остановимся на одном исключительно важном примере

равномерного пространства. Его значение обусловлено тем, что близость

элементов этого пространства можно оценивать с использованием

естественной "шкалы" - множества положительных вещественных

чисел.

Пусть X - некоторое множество. Конечная вещественная

функция <э , заданная на произведении Xназывается

метрикой на X , если выполнены следующие условия:

I) для любых ^7z/€Xj ?(я,у)=Оь том и только в

том случае, если «г=^г;
любых X (свойство

симметричности метрики);

3) каковы бы ни были элементы 2 из X , имеет место

соотношение (называемое неравенством треугольника)

(D
Если р

- метрика на X их,^еХ, то число назы¬

вается расстоянием между элементами «г и у (или
от я до у ). Упорядоченная пара (X,f) называется

метрическим пространством. Говорят также, что

метрика f определяет на X структуру метрического

пространства. В дальнейшей, если не оговорено противного, метрика на ка-

ком-либо множестве будет обозначаться буквой f ^•
Пусть Р - метрика наХ • Из (I) по индукции следует

7Ъ

рС-Хо, ЯЬ)&Z р(Лы, лх) (Ло,ех). (2)

Далее,

If C’X,p-f>(v, f(х,г/)+р(у,&) (x,pu, гУеX). (3)
Действительно, в силу условия 2 определения метрики можно

считать, что §(хч'у)^р(с/,г)')Л тогда, на основании соотношения

(2), имеем

lfCx- %)-?( &■> &)1= 9 а)+РС+
= р£г, и) +§>(у,&) ■

+) Как и выше в подобных случаях, метрика р фигурирует в

обозначениях метрического пространства лишь тогда, когда без

этого возможны недоразумения.
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Множество 3Z = 1(х,у)еХ2':р(<£гу)4: zj-(teJR, г>0) называют

(замкнутым) .цялиндрам (SX) диаметра z * а множество

Зг= [(л,реЛл: p(r,p<ztz>oJ-открытые Ц 0 л и ядром

диаметра г •

Совокупность {J5zj(zeJg9 z>o) цилиндров в X 9 очевидно,

фильтруется по убыванию,, Из симметричности метрики f следует9 что

каждое ЬгГ симметричное множество» Далее, шэ неравенства

треугольника можно вывести соотношение Зг ° 3 « ~ Bz так что*
COST

гласно предложению I (6,1), система {Зг} (г>о) служит базисом

некоторой равномерности на Jf , которую называют р а в я о м е,р-

посты метрического пространства

(X, р), или метрической равномерностью
на X \

Понятно, что равномерность метрического пространства обладает
счетным базисом - в качестве такого можно взять, например*

совокупность цилиндров ,[3i } (ле ?Z) с диаметрами-.

В каждом метрическом пространстве можно ввести связанную с

метрикой топологию, именно топологию,, ассоциированную с

равномерностью метрического пространства, Такую топологию называют

топологией метрического

пространства (Х,р), или метрической топологией. Фильтр окрестностей
точки осех в этой топологии порожден фильтрующейся да
убыванию совокупностью {ЗгМ} (г>°) •

Множество 3z[oc] на-

зывается (замкнутым) шаром с центром вое и радиуса гг в

Нетрудно понять, что совокупность {3z[ocj} (z>o)
открытых шаров с центром в ос, радиуса также образуют
базис фильтра окрестностей точки ос. в топологий метрического

■пространства X *
■

Можно отметить также, что для каждой точки осяХ

совокупность [jclf(ft) шаров с центром в jc радиуса £
образуют счетный базис фильтра окрестностей точки ос. . То же можно

сказать и о системе £3-t £&]}(яеЯ1) открытых шаров с центром в .

jc. Отсюда, в частности, следует, что топология метрического

пространства X секвенциальна,

В качестве примера метрического пространства укажем

числовое множество j? , т.е. JR или С , с метрикой Рав¬

номерность на£ , порожденная метрикой р , будет рассматриваться
как стандартная. Стандартная равномерность на JZ порождена,-та-
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ким образом, фильтрующейся по убыванию системой множеств в

вида {(<xt'y)££2: z}, где zeJP, г>0 . Ясно, что

совокупность множеств [(J:,y)€j2£: lcc-yl< также служит бази¬

сом введенной-равномерности. Впредь, говоря о равномерности

пространства Л , мы будем иметь в виду именно эту равномерность

на л.
.

Отметим еще один пример. Пусть X - некоторое множество.Фу

акция f , сопоставляющая паре (jc, у)е число 1
, если я

число О в случае с2>у , является, очевидно, метрикой наХ~ ,

которая называется дискретной, а метрическое

пространство (X, f) - дискретным* Легко проверить, что'топология и

равномерность дискретного метрического пространства дискретны.

Равномерность метрического пространства довольно удобно

устроена, ибо взаимную близость пар элементов такого пространства

можно оценивать с помощью положительных вещественных чисел. Это

преимущество равномерности метрического пространства

естественно влечет следующее определение. Пусть - равномерность на

множестве X . Если на X можно задать метрику f такую, что %

совпадает с равномерностью метрического пространства (Х,$>),то
равномерность °Ц) называют we три зу ем ой, а

равномерное пространство (X,<W)~ метризуемым. Известно,что

не всякая равномерность на X метризуема. Следующая теорема

дает критерий, метризуемости равномерного пространства,

ТЕОРЕМА I (6.5), Равномерное пространство метризуемо в

том и только в том случае, если оно отделимо и фильтр

окружений обладает счетным базисом.

Мы не станем доказывать эту теорему, ибо в настоящей книге

она не будет использована, и,кроме того, известное нам

доказательство - довольно кропотливое и краткостью не отличается. Же*-

лающие могут ознакомиться с доказательством по книгам,

посвященным общей топологии, либо подумать над ним самостоятельно.

б.З. Пусть (ХуУО)~ равномерное пространство и то¬

пология, ассоциированная с равномерностью $0. Зададим на

^топологию произведения топологических пространств (X,т) и

обсудим свойства фильтра окружений относительно введенной наХ^
топологии. Сначала докажем один вспомогательный факт, полезный в

техническом отношении.

I. Если VItVg, V3 - подмножества в X4, то



Ъ°УлоУi?u vfawryj.
В самом деле, соотношение <' и, z^)e У1 о у& о у3 означает, что

найдется для которого (&, х)еУЪ) Последнее же

равносильно включениям we V~*£х]? гГе Jf [uj7 или (z/, v~)e У£*/&]х
xYi[v]. Итак, д<ы получили, что соотношение (г/, &)е У}о^ оу5

равносильно включению (и,7У)€У^[йс]х Ух[у] для некоторого

С<х.у)еУг,& это и означает справедливость предложения.

СЛЕДСТВИЕ. Множество уо г£о V, где Уе% ,
является

окрестностью (в X*-) множества Z&*

Для доказательства достаточно заметить, что Y~J[jc]xY[zfl
{(&,&)€&) - окрестность в Xе точки

_

П. Замыкание множества J/czX2' задается соотношением ofi=
- П\У°<$°V? где & - система всех симметричных окружений диа-

а

гонали BJf .
_

Действительно, если (jc,tf)£jl(я,у) входит в любую

окрестность множества Л , в частности (\х; tf)е YoJ/oY для каждого Vetfr,
т. е. (х,у) У°J?*> V,

Обратно, пусть (,х,у)£^^^оУ0 Это означает, что для любого

Уе & найдется (zf,rf)6Л такая, что (х,и)еУ9 (^у)еУ,Ъ силу

симметричности V последние соотношения равносильны таким; ueVC&l,
'Я'еУСч! ,

яли [zf}zr]eVfjc]xVCyJ, Остаюсь заметить, что

множества VfjzJxVfyj (V€&) образуют базис фильтра окрестностей
точки (jc.y) , откуда следует, что пересечение любой окрестности

точки (х,ч) с множеством dt непусто. Итак,

СЛЕДСТШЕ I. Замыкание диагонали совпадает с пересечением

фильтра окружений диагонали, т.е* A-^Q^t/.
В самом деле, согласно доказанному предложению имеем Д =

^PgVoAoV. Но уодоу^уоv?u осталось лишь заметить, что в силу

условия 3 определения равномерности суперпозиции V©V

всевозможных окружений образуют базис фильтра окружений. Так что

д = п, уо V4- л г/.

СЛЕДСТВИЕ 2. Равномерная топология Г на X отделима в том

и только в том случае, если Д^А.

Действительно, пусть Г отделима ш (х,у)бА- Из следствия I

получаем, чтоV£rJ.Но Г отделима, следовательно, я:,

откуда (ixty)^(xlx.)eA и А = А .

_

‘

Обратно, если А
= Д и У/л:7>то (х, v)gA=^ А 7

так что

^
= следовательно, топология т отделима.

69



Ш. Открытые в Xй1 окружения образуют базис фильтра окружений.

Действительно, дусть Найдем симметричное окружение

такое^ что TloUВ сиду следствия из предложения I

множество ZtoicoUL окрестность окружения следовательно,

внутренность У° множества V содержит Ю и является, таким образ ом,

окружением диагонали, содержащимся в V
, очевидно, открытым.

IV. Замкнутые в окружения образуют базис фильтра

окружений °Н).

В самом деле, взяв Уе%, найдем симметричное окружение IL

такое, что Zfoifc у Пусть (зс,у)ег1. Тогда, поскольку

хи/Гу,]- окрестность точки т° (ZI[jc]x Ю[^г]) /> Z//

^'Выберем CUtTt)€CU/fx]xUfp)/)Ut Тогда (£/,&)€1/,
и, в силу симметричности г/, имеем (jc,y)e z/ё UoZJ^y^ так что

(х,у)& У. Тем самым мы доказали включение На V , и осталось

лишь заметить, что Л - замкнутое окружение диагонали.

ЗАМЕЧАНИЕ. Из доказанного предложения и следствия к

предложению П можно сделать вывод, что замыкание диагонали можно

реализовать как пересечение всех замкнутых (вХг) окружений.
Из результата предложения Ш следует, что всякое окружение

диагонали является ее окрестностью. Следует иметь в виду, что

обратное, вообще говоря, неверно, т.е. не всякая окрестность

диагонали есть ее окружение.. Однако в некоторых случаях этот

факт имеет место.

V. Фильтр окружений диагонали компактного равномерного

пространства X совпадает с фильтром ее окрестностей.

Действительно, пусть ZC- окрестность .диагонали. Сечение

Zl°[azl внутренности U° множества W данной точкой jceX

открыто и содержит точку оГ , следовательно, множество U°&cl

служит окрестностью точки jc . Поэтому существует такое окружение

диагонали , что U0nxl-VjCE*x7. Но согласно следствию I из

предложения П имеем А
7

откуда VC^l^Aixl для любого

Ve'W. В частности, 6/°Г^г1^УсГ^]^А [jc]. Поскольку это

соотношение справедливо для каждого х&Х * можем написать Z/°^a7 так

что ZC является окрестностью и замыкания А диагонали Л . Но

А , будучи замкнутым множеством компактного пространства Х^,
компактно, и так как^^У^Д<^ то, по предложению Ш (5 Л).*

найдется YJefy) такое, что W*^ . Отсюда следует, что ZC- ок¬

ружение.
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Остановимся на рассмотрении топологических свойств цилиндров

и шаров в равномерности метрического пространства (Х9р)-
ЛЕША* Метрика р; р£х,у) непрерывна на X2 , снабжен¬

ном топологией произведения*

Пусть (jaг0у Чо)~ точка изЛ^. Возьмем произвольно
положительное число £ . и!ары За/^Сх0]? являются окрестностями то-

чек^^у^ соответственно и, по определению топологии в

произведении л*Х , множество JSsfe [<xj* bafa [^0J
- окрестность точки

(^o.Vcj. Для элементов из этой окрестности с учетом нера¬

венства (3} имеем

! $(ло,%о)-9Сл.р1*9(ъ,*)+?(%,,%)<.| * — =£,
что и означает непрерывность р в точке 1а:07у0)еХХ. Лемма

доказана.

Из этой леммы и из критерия непрерывности отображения

топологических пространств (см* теорему I (2*5)) получаем
топологические свойства цилиндров.

У1. Замкнутый цилиндр является замкнутым множеством,

открытый цилиндр - открытым множеством вХл9 снабженном топологией

произведения.

Из топологических свойств цилиндров можно получить

топологические свойства шаров.

УП. Замкнутый шар - замкнутое множество, открытый шар -

открытое множество в метрической топологии.

Результат предложения следует непосредственно из

предложения У1 и .определений шаров.

ЗАМЕЧАНИЕ. Не надо думать, что замыкание открытого шара

£z[jc] всегда совпадает с соответствующим замкнутым шаром Зг[х].

§ 7. Отображения равномерных пространств

В свое время мы обсуждали свойства так называемых

непрерывных отображений топологических пространств, грубо говоря,

отображений, "согласованных" с топологической структурой. Здесь

пойдет речь об отображениях равномерных пространств, которые
согласованы со структурой равномерного пространства.

7.1. Пусть (Г, W),(Xfli)~ равномерные пространства,

j:T+X- отображение, действующее из Т в X * Это отображение
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порождает отображение Т3'-*- Х^? определенное на*^х,2^я
действующее по правилу J1: Отображение у назы¬

вается равномерно непрерывным, если

9 Данное определение можно было высказать и так:/
равномерно непрерывно, если для любого Ve<%) найдется We flW

такое, что JZ[W]<^V. В частности, если J- определено на всем

Т, равномерная непрерывность равносильна следующему: .для

каждого окружения Vetyfi прообраз [V] есть окружение из 710г В

терминах* относящихся к самому отображению£ „свойство
равномерной непрерывностиJ означает* что для любого Ve°M) найдется

VJaTW такое, что из (&,-L)e W следует (J(S),f(t>)e.V.
Заметим, что в определении равномерной непрерывности, а

также в его разновидностях, вместо фильтров ТМ)? можно

рассматривать какие-либо их базас.ы*

I. Пусть 6=ZC7W),j*=t$8y топологии равномерностей
*№ соответственно. Тогда.всякое равномерно непрерывное отобра-
жени& J: ( T77J0)-* (X7$J)) непрерывно как отображение
топологического пространства (Т,6) в топологическое пространство (Х7и).

Докажем непрерывность/ в каждой точке Пусть V[xj-

окре.стность точки ^(-6). Согласно условию предложения найдет¬

ся окружение YfeTW такое, ччъ £[\М]<=^ У. Убедимся в том, что

В самом деле, ecja $€Wftln&r,w а.

тогда CfQth или jCS)eV[f&)]=VC#l. Итак, JfW&]]<=■
с V£jc] 7

и в силу произвольности У[х] отображение £
непрерывно в точке i •

Обратное утверждение, вообще говоря, не иг^еет места. Укажем

один важный случай, известный под названием теоремы Кантора,
когда обратное заключение все же выполнено.

ТЕОРЕМА I (7.5). Пусть равномерные прост¬

ранства и Т компактно. Тогда всякое непрерывное на Т

отображение 9 действующее в Л , равномерно непрерывно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из непрерывности отображения J и из

определения топологии в произведении топологических пространств

следует, что отображение / / (в,£) >---*• (Jcs)0 J{±)) также

непрерывно в каждой точке Пусть VeQD ~ окружение диагонали

в Согласно предложению Ш (6*3) найдется открытое окруже-

+ ) Напомним, что /< W>*{?r[v] *Vem} я /VТЮ ">
л

- фильтр,
порожденный фильтрующейся ас убыванию совокупностью



ние KeW, содержащееся bV . Замыкашле &D диагонали сЭ а X*
содержится в любом окружения, в частности Щс-?£\_Ъш как/ непре-,

рывно, то, по теореме I (2.5), прообраз ~ замкнутое вХ*
множество, при чем Лс/“*£§&], откуда Д ^J'1[Щ}^Сti], Вновь

привлекая теорему I (2.5)^, можем.заметить, что множество^f"J[U]
открыто, следовательно, J~J£Z/] - окрестность замыкания

диагонали в Т£. Из предложения У (6.3) полу чаем, 4TzJ~I[Z?] -

окружение из7Ю. Равномерная непрерывность/ установлена.
Детализируем определение равномерной непрерывности в случае,

когда Т и X - метрические пространства. Обозначим через

метрики наТ, X соответственно. Учитывая, что цилиндры 3§ **

f№4)*8}*As~{&,y)eX£,pfay)4£f образуют базисы

метрических равномерностей на-Г и X » можно сказать, что

равномерная непрерывность означает: дяя любого е>о

найдется S>0 такое, что для любых удовлетворяющих условию

Sj следует Нетрудно понять, чтй в любом

из последних неравенств нестрогое неравенство можно заменить

строгим.

Пусть J: ^р>^0Г^.Если существует такое положительное

вещественное число L
f
что ?(&) для любых

$>-ЬеТ, то говорят, что/ удовлетворяет

условию Липшица (с константой.^). Всякое удовлетворяющее

условию Липшица отображение (Т,р)-+-(Х, у) равномерно

непрерывно; в качестве 8' в определении равномерно непрерывного

отображения метрических пространств можно взять, очевидно, •

Отметим, что не каждое равномерно непрерывное отображение

j'T-*X удовлетворяет условию Липшица.
7.2. Аналогично тому, как сравнивались топологии на

некотором множестве, можно сравнивать и равномерные структуры на

данном множестве.

Пусть WiWz,- две равномерности на некотором множестве X.

Говорят, что равномерность сильнее равномерности^
(или что слабее^), если тождественное отображение
I; равномерно непрерывно как отображение рав¬
номерного пространства (Х,Щ) на равномерное пространство (Xt<W£)%
Понятно, что Ч0Х сильнее в том и только в том случае, если

j поэтому для обозначения сравнения равномерностей мы

не будем вводить новых символов.
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Если Т(^)7 ъ(Щ)~ топологии, ассоциированные с

равномерностями УДц соответственно и то tCWx)^CWz)-Дейст¬
вительно, для каждого &€.Х должно быть ^[jc]=><%)£[х]у& это и

означает, что '£(Q0i)b'C(ty8').
Дискретная равномерность на X сильнее любой другой

равномерности на X , поскольку фильтр окружений в дискретной

равномерности состоит из всех подмножеств вХ2, содержащих диагональ.

Понятно, что антидискретная равномерность на X - самая слабая т

равномерностей на этом множестве. Более того, оказывается, свой-

ства введенного отношения порядка в множестве равномерностей и

в остальном аналогичны свойствам рассмотренного ранее отношения

порядка в множестве всех топологий на X в

ТЕОРЕМА 2 (7*5). Пусть jg - некоторое множество

равномерностей яа:Х * Тогда в совокупности всех равномерностей
наХ существуют sup£ и гп^£ч

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим сначала случай, когда £ состоит

.JH3 конечного числа равномерностей: й^/.Образуем
совокупность W подмножеств Xй вида V- у\пу& n ifc

^л|-Поскольку каждое из ^ фильтруется по убыванию, <2#
также фильтруется по убыванию* Убедимся.в том, что фильтр %Г?
порожденный <20 , есть равномерность на^С * Для этого в силу

предложения I (6*1) достаточно- показать, что удовлетворяет всем

условиям определения равномерности. Пусть ух€

У=УХ/)У£П...П Vn. Так кал каждое (с и) содержит диа¬

гональ/1 в тоЛ^ У^/}У£Л...лт£. Далее* поскольку с каждым

из Уг(г=1,Ц,...? я) в Wj входит и симметричное Vi множество

У{\ то из соотношения ( Ух О /)«.. ПУпу^УХПv/s)...n ^следует,
что У~*еЧО. Наконец, воспользовавшись третьим условием

определения равномерности (сы. пункт .6*1), найдем такие fye

...7
что 1£г © Z?i е%- ^г=УД...7/г).Тогда, как нетрудно по¬

казать,

( П щ)°(п 1/£) = Л (Z/ioZ/i)
г =1 г=1

7ls

и ZC = П *Ui € так что
г** ть* го

-ILoU^n CutoVi)<= nv£mV.г=1г t=X

Проведенные рассуждения показывают, что - равномерность на
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X. Кроме того, так как f* я) ш для

любого Vi е <М£ (i/г), ?о фильур меньше каждого шг

фильтров
•

<8^ ть)9 следовательно* 2* ~ выясняя граница множе¬

ства^. Рассмотрим некоторую верхнюю грашащ? 31В множества £ Л1о~

скольку Ш сильнее равномерностей № для

любого Vi в <Wi ,а тогда и nvt е Ш, Последнее соотношение показьн

вает, что фильтр W , порожденный системой f&~ {v£ nv&
V£e грубее фильтра W , откуда следует, что *W -

точная верхняя граница множества £■*»
Пусть теперь £~ произвольнее множество равномерностей на

X . Если^ 0", то точной верхней границей множества £ служит,

очевидно, вырожденная равномерность* Предположим, что £ непусто*

Рассмотрим множество £ , состоящее из точных верхних границ

всевозможных конечных подмножеств множества^ * Множества^ и g
имеют^точные верхние границы одновременно ^причем supgf
но £ фильтруется по возрастанию. Таким’образов, нам

достаточно доказать, что существует точная верхняя граница множества £
в предположении, что £ фильтруется но возрастанию. Устроив
объединение 3& фильтров из £ с Для любых Vj, V%e Ф нэЗДтся
такие 20£9Ще £,что Vxe<Wl9 У&еЩ,а поскольку 1£>^где W-
содержащая как ^ , так и 2^ равномерность на X % то упУ^еФ,
следовательно, Ф фильтруется по убыванию, Покажем, что Ф

удовлетворяет всем условиям определения равномерности. Действительно»
включение Уеф означает, что VfW для некоторого °Н)б £,

следовательно, a<=.V\ Кроме того, вместе с V в*&/ входит и У_/,
поэтому У'7£<£. Наконец, можно указать такое Сбб20,ч?о CtoZ/сУ^ по

определению Ф имеем иеФ. Получили, что Ф -

равномерность
на X . Из определения Ф непосредственно следует, что ф
служит верхней границей множества^. Если VC - другая верхняя

граница множества^, то для всех Wz£f откуда Ф="<^е£^^>
следовательно, Ф - точная верхняя граница множества £ .

Для доказательства существования точней шажней границы
множества £ достаточно сослаться на предложение У1 (1.2).

Теорема доказана полностью.
^

ЗАМЕЧАНИЕ I.. Из соотношения SQp£=sap£ и из построения

точной верхней границы конечного множества равномерностей

следует, что е Supg входят такие подмножества V^xj для которых

можно указать конечный набор множеств УХу Yg,.,.,
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i 77^X пересечение которых содержится в V : VinVzn.,.nVrc<r:v,
ЗАМЕЧАНИЕ 2. Пусть £~ некоторое множество равномерностей на

X и <W=sc/f>4f* Тогда топология т(<2£) равномерности <W есть

точная верхняя граница множества топологий T(7W),
ассоциированных с равномерностями TWeg. Иначе ,т(%) Т( W&).

Таким образом, мы наблюдаем некоторую перестановочность

операций взятия точной верхней границы и перехода к ассоциированной
топологии - безразлично» то ли сначала найти точную верхнюю

границу множества равномерностей^, а затем перейти к

ассоциированной с этой границей топологии, либо сначала перейти к

ассоциированной топологии дяя каждой равномерности из множества £ , а

затем найти точную верхнюю границу полученного множества

топологий. Результат в обоих случаях получится один и тот же.

Докажем сформулированное замечание. Так как множества V*п\п...
п Уть.(-Vi е 7 &) образуют базис равномерности
W , то множества

(V£n V£ л..:п v7t)£xl= MfLxln [&!... n Vm[jc] (&ex,
?' — J7 &*

7 .,.
у

7Ъ )
образуют базис фильтра окрестностей точки хеХ в топологии

г (^Р) о Но эта же совокупность подмножеств в .X составляет в

базис фильтра окрестностей в топологии $ир?(ЯМ)(си* замечание,?

к теореме I (4.5), так что т(Щ£
ЗАМЕЧАНИЕ 3, Нетрудно убедиться6 в том, что wfgc=n W,

причем, вообще говоря,- zrij-€^
ЗАМЕЧАНИЕ 4. Имеет место'соотношение 'C(znJg)£znfT‘(?tf))\

можно привести пример, когда последнее неравенство строгое.

Доказательства третьего и четвертого замечаний предлагаем

читателю провести самостоятельно.

Доказанная теорема позволяет задавать на некотором множестве

равномерную структуру требованием равномерной непрерывности

некоторого семейства отображений, действующих в равномерное

пространство. Приведем точные определения и факты.

Пусть отображает множество Т в равномерное про¬

странство (ху ID) -В силу теоремы I существует слабейшая из

равномерностей на Т , в которых отображение £ равномерно

непрерывно. Такая равномерность Ш называется прообраз ом

равномерности 9J) при отображении J- . Из требований

равномерной непрерывности отображения следует, что множества J'*Cv]
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(Ve%0) должны входить в ^. Совокупность
фильтруется по убыванию, что следует из соотношения

f~JfVi]n f~*[V2]^J~'[Vtn Vz] (Vi, V^eM). Из определений ясно,

что прообразом равномерности ^ при отображении / является

равномерность 7W- ^ ЯО> , порожденная фильтрующейся по убы¬
ванию системой

Рассмотрим топологию т(7кР) 7 ассоциированную с Ш . Базис

фильтра окрестностей точки ieT в этой топологии составляют

множества И(С41, где W[v]t2W, . Но,по определению.
W={(t,S)eT2: if(4)? J(s)€V}, .так что WCil={SeTif(S)€
eV[f(t)]]-}s№&4e говоря, vl[il»f4[v[*l]9 где (x-j(£)), а

система множеств вида/'-//'К/эд7 ( УеЩ- суть базис фильтра окре¬
стностей точки ± в топологии, слабейшей из всех топологий на У’,
в которых отображение J непрерывно. Итак, доказано следующее

предложение.

I. Топология на Т, ассоциированная с прообразом

равномерности W при отображении совпадает со слабейшей из то¬

пологий на Т , относительно которых / непрерывно.

Рассмотрим равномерное пространство (Х7 *№),, некоторое
подмножество Х0 в X % отображение заданное на-Y*.Сре¬
ди всех равномерностей HaJ^, относительно которых отображение
равномерно непрерывно, найдем слабейшую *W0 „ удовлетворяющую

этому свойству. Упорядоченная пара (Х07^0) называется

подпространством равномерного пространства (Х^).Ъ
этой ситуации о равномерности <iOe говорят как о равномерности
на Х> 9 индуцированной равномерностью <Щ) на X . Фильтр
окружений диагонали в этой равномерности состоит из множеств xfnV,.
где У пробегает фильтр

Топология r(iP0)9 ассоциированная с равномерностью %
подпространства % , совпадает, Очевидно, с топологией

подпространства Ха топологического пространства (X,t(*М))),
Пусть £(Х$, %f)}($62,)- семейство равномерных пространств

и ((££&) - семейство отображений, определенных на

некотором множестве Т и таких, что J^'T—^X^ ($б£).
П. На Т существует слабейшая из равномерностей, в которых

каждое отображениеравномерно непрерывно.

Действительно, обозначим через прообраз при отображении

/^($£3) равномерности ^ и покажем, что равномерность
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-
- искомая. Тан как W сильнее, чем C$e£) - то

отображения t (T, ?J0)-*(X€, 90+) равномерно непрерывны. Если М-

яекоторая равномерность на Ф , относительно которой всsj^
равномерно непрерывны, тс, по определению , имеем

следовательно, й^/что я требовалось.
ЗАМЕЧАНИЕ I, Из замечания I к теореме 2 следует, что

множества видаД. С *кс-Щ , fe, ^£)образуот ба-

зис фильтра окружений в равномерности Ш , поскольку множества

3%'CV^l($€&> составляют базис фйльтра окружений в

равномерности на 'Г , слабейшей из равномерностей на Т ,

обеспечивающих равномерную непрерывность отображения :Т*-^Х^,
ЗАМЕЧАНИЕ 2» Обозначим через слабейшую из топологий на 7%

в которых отображение f$e •£• j . непрерывно, я через <? -

слабейшую из топологий на Т , в которых все отображения (f€£2)
непрерывны. Из предложения I к замечания 2 к теореме 2'* получаем,
Т~Т о

Т(7Ю) = Т(Ж? Ж?)~$ир%'(9Юь) = зйр&ь ~d-

7.3, Основываясь на. теореме I* установим критерии раваомери-

зуемостя топологического пространства. Напомним * что

топологическое пространство (Л/t) называется равномеризуемым, если на

X можно задать раваямераость W так, что т совпадет с

топологией равномерности $? , Введем еще одно определение:
топологическое пространство (JC7t) называется Г3' -пространство мг

если для каждой точки <xeJ( и дабой окрестности ZL этой точки

в топологии Т существует урыс&яовская функция пары ({&},Zt),T*e.
такая непрерывная на X вещественная функция <р , что 1рЫ) = 0?

Для йз Дополнения г/\ ш ^[X][of£j . Отделимое

2^
- пространство называется вполне регулярным.

^
ТЕОРЕМА 3 (7.5). Топологическое пространство (Х,т) равно-

ыериоуемо £ том и только в том случае, если (Х,Т) -

Т*~ пространство.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим, как обычно* через С(X,JR)

множество всех непрерывных на X вещественных функций. Согласно

предложению II (7.2) на X существует равномерность 90 - слабейшая из

равномерностей, в каждой из которых равномерно непрерывна любая

С(JC,£>).%№ доказательства теоремы достаточно проверить, что

топология T(<W), ассоциированная с^, совпадает с V• Так как
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? обеспечивает непрерывность всех фушшдй. за €(х,.$>)Т} согласно

замечанию 2 к предложению П т (Щ ~ слабейшая из тояо&огий,

удовлетворяющих этому свойству, то z ($£)&>. т,

Докажем, что для каждой ozeX лг-бая ее едрзсз'аосзд to ъ

топологии т является окрестностью этой точки и в топшогт г(Щ.
Найдем непрерывную на X функцию *f такую* ^:то

при U1 и cfCXJc’[о,/] .Множество содержится в при¬

чем зсе {(fci j a а. Поскольку <%) - слабейшая из равномерностей,

обеспечивающих равномерную непрерывности ft.jакций шС(Ж9£>)ъъ*
в частности, if равномерно непрерывна, следовательно,
непрерывна в топологии т($0). Отсюда получаем, что множество {<#</£
открыто в топологии TCtPJ j

и поскольку *х£/&?7 то г/-

окрестность точки ol в топологии 9 а это означает.справедливость

соотношения z(W).Учитывая доказанное ранее неравенство ТСЩй
заключаем, что , &7)«.

СЛЕДСТВИЕ I. Всякое нормальное .топологическое пространство

равномеризуемо*

СЛЕДСТВИЕ 2. Компактное хаусдорфово пространство X равяоме-

. ризуем о,'причем е.динственным образом,

. Действительно, компактное хаусдорфово пространство нормально
(см. предложение IX (5Л)), так что раваомерзу-емо.

Единственность равномерности на X следует из результата предложения

У (6.3): фильтр окружении в рассматриваемом случае полностью

определяется топологией наЛ£, тем самым топологией в X,

Требование хаусдорфовости пространства X в .следствии 2

существенно. Например (см. пункт 1*8), если в бесконечном

множестве X фильтр окрестностей точки хеХ определен как совокупность

всех множеств, содержащих <х. и имеющих конечное дополнение, то

получившееся при этом пространство, как нетрудно понять,

компактно, однако не равном еризуем о. Действительно, будь X равномери-

зуемым, оно,как отделимое равномерное пространство, было бы хаус-

дорфовым, однакоХ свойством хаусдорфовости из обладает.
ЗАМЕЧАНИЕ I. Построенная в доказательстве теоремы

равномерность на X обладает таким свойством: каждая, непрерывная

функция J:X-+ J& равномерно непрерывна, поэтому естественно,
что- если X было снабжено равномерной структурой Ш , то

равномерность % оказывается сильнее,чем 7Ю , т.е. 35^- сильнейшая

из. равномерностей, порождающих данную топологию.

79



ЗАМЕЧАНИЕ 2. В доказательстве теоремы можно было ограничиться

рассмотрением подмножества в.^состоящего из всех

ограниченных функций (или даже со значениями в [o,IJ ), однако при одной

и той же заданной топологии т на X мы получали бы различные

равномерности на.Х .

ЗАМЕЧАНИЕ 3. В качестве конкретного примера того, что одна

топология может оказаться ассоциированной с разными

равномерностями, приведем числовую прямую: стандартная топология на М

ассоциирована, очевидно, как со стандартной равномерностью, так и

с равномерностью, индуцированной из Л +\ тогда как последняя

слабее стандартной* Заметим, кстати, что тождественное

отображение 1:Л~*Л непрерывно, но не равномерно непрерывно.

7.4. Рассмотрим семейство [Х±,Щ} (-6еТ) равномерных

пространств и образуем произведение дв-П Х± мйожеств данного

семейства +4^. НаЗЕ существует равномерность^?, слабейшая из

всех равномерностей на а? , относительно которых каждая проекция

: %>-+• Xj равномерно непрерывна. Эта равномерность на X

называется тихоновской равномерностью.

Из замечания 2 к предложению П (6.2) следует, что тихоновская

топология б на X совпадает с тС^О),
Тихоновская равномерность устроена аналогично тому, как

устроена тихоновская топология.

I. Множества [VK],
где V*,е п.;

t/ь £ Ту составляют базис фильтра окружений в тихоновской

равномерности на<^?.

Результат предложения следует непосредственно из замечания

к предложению I (7.2).

ЗАМЕЧАНИЕ I. Еслилс^- базис равномерности

Щ(*еТ)понятно, множества^ [VK]9 где Vr€S6%^9 7 к? так¬

же образуют базис фильтра окружений в тихоновской равномерности

на а?.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. В тихоновской равномерности близость точек

<р£& определяется, таким образом, конечным набором ,

■•£ элементов из Т и фильтрами окружений

+) Поскольку Л компактно (см. теорему 2 (5.5))^_ то

равномерность на Л однозначно определяется топологией на М.

++) Читатель, желающий вспомнить конструкцию произведения

семейства множеств, может обратиться к § 4 настоящей главы.
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в каждом из XtXin ,, Х± . Учитывая, что включение <jJ)e
7Ъ- ^

у
X R, 71

еозначает одновременное выполнение включений

(УС^тс), УС^к))^- V* С *=-{'&, —i7?*9 Ут?сЩ),ыътъ было сказать, что

окружение в<£ , определяемое конечным набором (t/f 6^9..., и

овджениями^е^^б^^.^^е^^^в^состоит из всевозможных

паР (Ф,^) элементов произведения а? , у которых заданные проекции

Ptk(4>) образуют пару (1*(ф),Ц W)), попадающую в заданное

окружение VK С п) 1
остальные же проекции могут быть ка¬

кими угодно.

П. Произведение не более чем счетного числа метри-

зуемых пространств (Х±0 ЗД) также метризуемое.

Действительно, поскольку каждое из Х± (-teT) метризуемо, то,
согласно теореме I (6*5), Х± отделимо и фильтр имее*
счетный базис сХц. . Пространство ЭВ отделимо как произведение

отделимых пространств. Далее, согласно замечанию I к предыдущему

предложению, множества (V^e^^,t^€T9 п)
составляют базис тихоновской равкомерности на <£, а совокупность

таких множеств, как нетрудно видеть, не более чем счетна.

Применение теоремы I (6.5) завершает доказательство.

7.5. Рассмотрим случай, когда все сомножители в произведения

совпадают, т.е. когда Х^Х(teT) и . Тогда

произведение^ есть множество Хт всех отображений множества Т

в множество X . О тихоновской равномерности на Хт говорят

также как о слабой равномерности. Базис

фильтра окружений в слабой равномерности образуют множества,

состоящие из пар отображений W) таких, что в фиксированном

конечном множестве точек из Т значения этих функций попадают в

некоторое окружение диагонали в Х£, значения же в остальных точках

множества Т могут быть произвольными.

Поскольку топология слабой равномерности суть тихоновская

топология на Хт, то сходимость фильтра ОС подмножеств из Хт в

слабой равномерности равносильна сходимости при каждом teT

фильтра = где o/!t~ {(f(t) i (feJIJ>(a//e0tt€T)№ этой причине

сходимость в тихоновской равномерности называют обычно

покоординатной (или поточечной) сходимостью. Аналогичные

выводы можно сделать и о сходимости фильтрующихся семейств

элементов из Хт , а также о сходимости соответствий со значениями
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в J£^(bo всех этих случаях подразумевается сходимость в

топологии слабой равномерности на Хт).
Определим на Хг еще одну равномерную структуру. С каждым

окружением Y£ tP свяжем множество V" {(cpt<4J)€XTx'XT: UJoCpcrVf в

* JZ7* и проверим 5 что {V: W/ фильтруется по убыванию к

удовлетворяет всем условиям определения равномерности. В самом

деле, свойство фильтрования-следует из соотношения V*n Уд^ЦлЦ.
Так как да любого fe.x7' суперпозиция ^<Р-1 представляет собой

тождественное отображение,'иначе ..содержится в диагонали вХ£,
тоjfo<f-*c.v для любого VeW t следовательно, (if? ср)е V? так что

V содержит диагональ ЪХТ*ХТ' Второе условие равномерности
может быть получено из очевидного соотношения (vyi* y^t Далее,
для окружения Уе W найдем z/e fj) такое, что Пусть

((р7 (f?)e Zfo z?, Это означает, что существует отображение
такое5 что '(ф,Х)€&' % (Х>Р)£&у или что%°cf^<zU9 роХ4^А
тогда (fJo /£° У, и поскольку отображение Х~° X со¬

держит диагональ Л в_Г'\ то w®ip~fczYb следовательно, ((fn (р)еУ*
Итак, мы убедились в том, что для совокупности [у: Ve^Jj-
выполнены все условия ongeделения равномерности.

Равномерность {У} порожденная системой {У-Уе^}.
называется сильной равномерностью на ХГ « Иногда эту

равномерность называют также равномерной.
Исходя из определения суперпозиции, можно утверждать, что

соотношение <р*(f~Jc.y означает включение ((f(£), (jJ(t))e V для всех

ieT. Здесь^можно' усмотреть различие слабой и сильной равномер-

ностей:на JT1 ~ слабая равномерность определялась окружениями,

состоящими из пар (<р7 <ф?), таких, что (cpct), V лишь для элемен¬

тов * из некоторого конечного подмножества в Т , тогда как

сильная характеризуется окружениями V
, состоящими из пар<^ ^для

которых (4>(t),(fJ(i))£V для всех ieT (здесь У - некоторое

заданное окружение диагонали Bjf2). Заметим, что если множествоТ

конечно, то слабая и сильная равномерности на Хт в этом случае

совпадают. В общем случае можно сказать, что сильная

равномерность на Хтсильнее слабой равномерности: если ((f(t),(fJ(-6))eV
при всех то (<?&), <р(4))еУ и для t из каждого конечно¬

го подмножества Т0 в Т.

Из-за различия в общем случае сильной и слабой

равномерностей на Хт сходимости в этих равномерностях, естественно^ также
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различны* Продемонстрируем это на'npri^pe сходящихся семейств*

Пусть {<f$} (%е - фильтрующееся семейства элементов шзХт,

Предположим, что семейство сходится к ip в сильной равно¬

мерности на.Хг. Факт такой сходимости Оудем обозначать символом

^ =£ ср и говорить о ней как о р а в я о и е р н о й

(относительно множества Т ) сход'ииос^я семейства [Щ1
к ip . Сходимость 9 означает» что для каждого V (ЧеЩ
можно указать такое fjeS .что <?§€ VitfJ дая всех £0.Так
как включение Щ€У [(fj равносильна то&зу, что (^&)f <f(t))£Y
для всех teT , то факт сходимости ^ можно

сформулировать так: для любого Ус 120 найдется такое, что (Щ Qt)^
(f(t))e V для всех teT и для всех .Напомним для

сравнения, что сходимость^У в слабой, равномерности

означает, что для любого V-б^и любого teT найдется w такой,
что ((f^Ct)7(fM)eV для всех Таким образом» во вто¬

ром случае индекс $0 может меняться с изменением £ ,

однако,если оказалось возможным найти одно , пригодное для всех t из

Т\ то имеет место равномерная сходимость семейства <р^ к ip.
Вскроем содержание равномерной сходимости семейства {9^}

С§€&) отображений, действующих на множестве ТМя придающих

значения в метрическом пространстве (X, $). Фильтр окружений
метрической равномерности поровден фильтрующейся по убыванию

совокупностью тщжняръв £z={(,x,tfj€J(*; §>£zfyj£z, Z>o}. Сходимость

означает, что для любого цилиндра Дс £"£ >&) найдет- .

ся индекс такой, что С (*))£&£ для всех

ieT. Это же можно сказать и так: для любого 6>о найдется

такой, что $(ffCt),VCi))*£ мя всех &>, ЫТ.
Соотношение §>(</>$(£), равносильно, очевидно, такому:

£(¥> PCPf&J* VOQ)*6 . Отсюда можно усмотреть, что.

равномерная сходимость фильтрующегося семейства к ото~

бражению ip означает сходимость к нулю числового семейства

{•^^^)}^2)-предлагаем читателю для сравнения вспомнить

определение равномерной сходимости последовательности функций,

изложенное в § I главы Ш (пункт Ш (1.2)).

Рассмотрим множества $,Tf топологическое пространство X и

отображение FiSxT—-X. Пусть Otffc - фильтры непустых
подмножеств Sf T соответственно. Можно рассматривать вместо

фильтров фильтрующиеся по убыванию семейства подмножеств в Фик-
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сируя элемент Se & (или соответственно teT ), мы получаем

отображение Fs:, 11—+F(s,i) (соответственно F(t}: St-*-/^з,£;)множестваГ
вХ (ЬвХ). Предположим, что при каждом seS (teT)

существует £zwFs (?г/7? Fct) . Определим отображения J .s^£gj?Fs>
(p:tt *вгт-F^CseSf teT), Можно говорить о пределе

отображения^ по фильтруй и о пределе отображения <р по фильтруй»
Так мы получаем пределы Izm/= ^ ^ \
называемые повторными пределами соответствия F по

фильтрам ОС, & . Можно ли считать, что эти пределы совпадают?

Вообще говоря, нет. Однако известно, что ответ на поставленный

вопрос положителен при некоторых дополнительных условиях,

указанных в следующей ниже теореме, называемой теоремой Стокса-оай-

деля.

ТЕОРЕМА 4 (7.5). Пусть 3,Т - некоторые множества, ос & -

фильтры непустых подмножеств в $,Т соответственно,

(ХУМ)~ равномерное пространство, F- отображение из S*T

вХ . Предположим, что выполнены следующие условия:

1) существуют пределы £гт(t), при

каждом teT, seS соответственно;

2) существует предел Ф=(р отображения ф:si~+F(sti\
действующего в пространство ХТ с сильной

равномерностью;

3) существует ^7/*^77^7.
Тогда существует ii/nfc/nFl и имеет место равенство

€zgj I ^77^7- fypL
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через <ос0 = fz/л [ez/7)FJ. Мы

должны доказать, что для любой окрестности V£x0l (VelW) точки

существует..такое, что (f>[&]<=V[jCo].Найдем симметричное

окружение ZfeW , для которого Zt* ctoZi<^V. Согласно второму

условию, для окружения 1C в сильной равномерности на Хт можно

указать <зtie ОС такое, что Ф[Л]с-'и'[(р]. Последнее соотношение

означает, что для любого 5бс# выполнено ((f^(s))et& или

учитывая определение , для любых Sejf и teT имеет место

у а в силу симметричности W имеем

(Р(5,£)7 </>(£))£ U CbeJ.teT). Ц)
Из условия 3 вытекает существование такого JfD е ОС,что для

всех элементов se^c справедливо

(*» ,SCS))el£7 (2)
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причем можно-считать (иначе в обоих сдучаях надо было

рассмотреть пересечение JtQп Jf) . По первому условию существует

-^6 для любого 6е 5 , откуда следует, что найдется

множество (зависящее, вообще говоря, от выбора точки s ), для

элементов ± которого выполнено включение

(cf(s), е го (ie3). (3)
Из соотношений (I), (2), (3) следует, что (ос01 (f(-t))еItolfoZt

для teb , а поскольку гЛ> a<=V, то ( ло0у cpctyzV (±е&),ъш
yfbl^V['Х-о]. Теорема доказана.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть Т- топологическое пространство, {(fg\
фильтрующееся семейство отображений, действующих из Т в

отделимое равномерное пространство^ . Предположим, что все

отображения ^ непрерывны в некоторой точке ±йеТ и, кроме того,

существует в слабой равномерности на.Хг. Если можно

указать окрестность г(/ точки t0 такую, что семейство сужений

отображений на ^ сходится к сужению (f на в сильной

равномерности на пространстве Хт , тогда предельная функция <р
непрерывна в точке tc.

В условиях доказанной теоремы возьмем S = и

в качестве & - фильтр Щ0 окрестностей точкя t0 . Определим
отображение F: и проверим, что в данном случае выпол¬

нены все условия теоремы. В самом деле, поскольку все ^
непрерывны в tQ , то при каждом £ е & существует

s

Cto).

Согласно предположению, при каждом teT существует =

- &/яF& = (4)• Существование повторного «редела •

обеспечивает непрерывность ^ в tQ и

наличие предела Кроме того, существует предел

1£лтФ($} отображения Ф; F^ , действующего из ^ в

Пространство Таким образом, мскно воспользоваться

результатом доказанной теоремы, из которой следует, что существует

где Що - фильтр окрестностей точки £0 в

подпространстве Kc-Ту а также имеет место равенство (im[^z/Z
0ткуда

’Йг^ ^Ct)hf6%L^CQ]=<f(t0).
Поскольку tt-^окрестность точки ^Ойов топологии пространства Т,
а X - отделимое пространство, последнее равенство и означает

непрерывность отображения (f в точке £0. Следствие доказано.
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§ 8. Полные равномерные пространства

Говоря во второй главе о пределах числовых соответствий, мы

установили критерий сходимости таких соответствий, называемый

критерием Коши. Достоинство этого критерия заключается в том,что

он позволяет судить о наличии предела у данного соответствия по

"внутренним" свойствам самого соответствия, тогда как если

пользоваться определением предела, необходимо заранее "угадать"

значение предела.
В формулировке критерия Коши существенно используется

равномерность на числовой прямой. К сожалению, подобный критерий

сходимости в произвольном равномерном пространстве уже не имев!»

места. Тем более важным оказывается изучение того класса

пространств, для которых справедлив указанный критерий. Такие

пространства называются.полными. Перейдем к формальному описанию

полных пространств.

8.1. Рассмотрим равномерное пространство и некоторое

окружение диагонали YetyD . Множество Л^Х называют малым

порядкаУ, если произведение Л*Л содержится в V .

В случае, когда X снабжено равномерностью метрического

пространства (Х,р)7 множество Л мало порядка 3Z , где Зг~ цилиндр

радиуса Z , если Sup г, .Число oiiomj^suppcxy) называют
*^i V ч

J CJC,Zf)G ft
диаметром множества Jf так что малостьЛ порядка

_Зг означает просто, что&;т.е. что любые две точки

множества о# отстоят одна от другой на расстояние, не

превосходящее г.

Пусть Ос~ фильтр непустых подмножеств равномерного

пространства Jf . Образуем фильтр ОС®(УС подмножеств в , включив

в него множества, содержащие произведениеЛ*Л для некоторого

Jle&t. Фильтр ОС называется сходящим.с я в себе,

или фильтром Коши, или фундаментальным фильтром, если ОС® ОС

тоньше фильтра окружений; ОС & 0С=>20.Такт образом, фильтр ОС

сходится в себе, если для любого Ve W найдется такоеЛеОС ,

что Л*Л<^У. Иначе можно сказать, что фильтр ос сходится в

себе,если он содержит множества сколь угодно малого порядка.

+) Поскольку значения метрики f лежат в пространстве [о, *°®Л
то в случае Л- 0 естественно принять oiio/л 0- syf> 0=0.

СО^оо)
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Определение сходимости в себе естественным образом

распространяется и на случай, когда ОС- фильтрующееся по убыванию
множество.

I. Фильтр^ непустых подмножеств в X , сходящийся к

некоторой точке orcJsT 9 сходится в себе*

Б самом деле, пусть У - произвольное окружение диагонали и

U- такое симметричное окружение 9 что #V£f<-y* В силу
сходимости ОС ->• <ic найдется oJte ОС ^ для которого о/е Z/C<$ejt Тогда
Jf* С/М IVCil * li[Zl^Zfvlf<Y( см. предложение

I (6*3)), следовательно, фильтр ос сходится в себе,

Пусть ОС, фильтры непустых подмножеств вХ . Будем
говорить, что фильтры Ос, & зацепляются (или

зацепляют друг друга), если пересечение ЛпД непусто для любыхJfe ОС,
В€&' образом, фильтры ОС и ^ зацепляют друг друга,ес¬

ли существует фильтр более тонкий, чем ОС и т.ев, иными

словами, в множестве всех фильтров существует верхняя граница
двухэлементного множества {ОС, J&J,

П. Предположим, что фильтр Ос сходится в себе, а фильтр
сходится к некоторой точке лсеХ и .зацепляет фильтр Ос . Тогда
OL-+

Рассмотрим произвольное окружение У£*20 и найдем такое

симметричное окружение HeW , что tl°lfo U<z4l, По условию

существует ofizOt малое порядка ZC, т.е. g/л^с С/, Так как о#е ОС и

(в силу сходимости ^--^сх) выполняется по условию

п ИСх] =£0. Но тогда

t/[*x]x g/= (Л*Л)о (It[jc]*U[x])c Vo (Z/o{J)C-V
и, следовательно,

Л=СЯ[л1кЛ)Шс.:Ч['Х],
так что VC&JeOC. Таким образом, фильтр окрестностей точки зс

содержится в ОС , что и означает сходимость Ос-* яс.

СЛЕДСТВИЕ I. Пусть С - компактное множество и ОС-

сходящийся в себе фильтр, содержащий множество С . Тогда существует
точка лг£ С такая, что ОС-^л.

Рассмотрим фильтрующуюся ^по^убыванию совокупность Осс= {ЛлС*
Jfe'Ocj. Расширим фильтр ОСс , порожденный ОСс , до

ультрафильтра, который обозначим через &. Так какс//?£*^6/£Ж^то
Се &, а тогда, в сил^ предложения 1У.(5Л), найдется точка лхС

такая, что Но, очевидно, содержит и тем более за-
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цепляет фильтр Ос, следовательно, ОС^ jc.

ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть сходящийся в себе фильтр ОС таков, что

Р ой*ф. Тогда Ос сходится к любой точке с^* В частности,
Jeoc v
если л отделимо, тогда для сходящегося в себе фильтра ос либо

П qJ}= 0, либо пересечение о/1 сводится к е.динственной точ-
сfleet Л

ъ#бгОс
ке оГ , причем ОС~*<а:.

Для доказательства достаточно указать на то обстоятельство,

что одноточечное множество вХ компактно, следовательно,

множество {у} ; где у
- произвольная точка можно взять

в качестве С в следствии I.

СЛЕДСТВИЕ 2. Фильтр окрестностей ЗДг произвольной точки jc

равномерного пространства (Х7*И)) является минимальным

элементом в множестве сходящихся ъ себе фильтров. Иначе, если ОС

сходится в себе и Ota
9 то ОС = Чс-

Результат следствия 2 следует непосредственно из замечания.

Равномерное пространство X называется полным, если

всякий сходящийся в себе фильтр ОС непустых подмножеств
множества-А сходится к некоторой точке из-Х .

Из следствия I к предложению П сразу следует, что компактное

равномерное пространство .X полно. Докажем, что числовая лрямая

М со стандартной равномерностью также полна. В самом деле,

пусть ОС ~ сходящийся в себе фильтр непустых подмножеств в#.

Тогда найдется ofieOc такое, чтоу)ей2'
Возьмем вс/ некоторый элемента. Для yeaff имеем /зс-у/<17 ш*

иначе говоря, а тогда и [х-19 хн]еОс.
Замкнутый промежуток числовой прямой компактен, отку¬

да, в силу следствия I к предложению II,получаем, что Ос сходится .

к некоторой точке из/? , а это, в силу произвольности ос
9 и

означает полноту числовой прямой.
Ш. Пусть Хс- замкнутое подмножество полного равномерного

пространства^ . Тогда Х0, наделенное индуцированной из X

равномерностью, также полно.

Пусть ОС^- сходящийся в себе фильтр непустых множеств

равномерного пространства Х0. Построим сходящийся ь себе фильтр ££=

~ОС0 непустых подмножеств вХ . В силу полноты X найдется *zeX

такая, что ОС-+<эсу в частности, ОС0 сходится к как базис

фильтра ОС . По построению ОС множество Хс входит в ОС
,

следовательно , Х0 (см. пре дл ожени е I (2.3)). так, ос0 сх оди тся к



точке JzeJCoy что и означает полноту Хс.
IV. Пусть X - отделимое равномерное пространство. Тогда

всякое его полное подпространство Х0 замкнуто.
Если ОС - фильтр, включающий множество Х0 и сходящийся к

некоторой точке jieXjTQ след OC-j{JnX0:JleОс]фильтра ос на Х0
фильтруется по убыванию. Фильтр тоньше фильтра ос , и так

как Ot-+ai7 то и стала быть, ^ сходится в себе. Из усло¬
вий предложения, поскольку Х0£&; следует, что<^ сходйтся к

какой-то точке. шъХ09 а из отделимости получаем, что этот предел

фильтра^ должен совпадать с , откуда сГ£ следовательно,Х0

замкнуто.

Рассмотрим множество Т , равномерное пространство X,

соответствие F'T-^X и фильтр Ос непустых подмножеств множества Т ,

задевающий Sip . Соответствие F называется сходящимся

в себе по фильтру ос , если фильтрующееся по убыванию
множество F<oc> = [F[J1 ijeof} сходится в себе. Очевидно, что всякое

соответствие, сходящееся по фильтру ос, сходится в себе по

этому фильтру. Справедливость обратного утверждения

регламентирована в следующем предложении.

V. Если X - полное равномерное пространство, то всякое

сходящееся в себе по фильтру ос соответствие F сходится по ос к

некоторой точке из X .

Доказательств*} следует непосредственно из определений.
ЗАМЕЧАНИЕ. Если фильтр Ос таков, что^^с/л^*^, то в

последнем предложении требование полноты излишне. В самом деле,

в этом случа^^/Т!//ф0 и сходящееся в себе по ос соответст-.

вие F сходится к любой точке из Ft FLМ» в силу замечания

п ^6ос
к предложению П.

Фильтрующееся семейство ср: (fe &) элементов равномерно¬

го пространства X называется с х о д я щ и м с^я в с е-

6 е, если оно сходится в себе по фильтру ОС-подмножеств

2 , где Лд = [Л,-9-]* Свойство семейства сходиться в себе

равносильно, очевидно, такому: для любого окружения У можно

указать такое Ле S , что Сх^7*т^)е)/лля всех$,уе& ,
. Яс¬

но, что сходящееся семейство сходится в себе, а если X - полное

равномерное пространство, то верно и обратное: всякое

сходящееся в себе семейство .элементов из X сходится к некоторой точке

пространства X .
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У1. Пусть ср: {JCgJCfeQ)- сходящееся в себе фильтрующееся
семейство элементов из X и конфинально множеству а . Тогда
если семейство i {jc£}(§€Q) сходится, то f также сходится.

Действительно, если Q конфинально множеству 3 , то фильтр
Фреше семейства ср содержится в фильтре Фреше семейства f0.
Так как фильтр S' сходится в себе, а фильтр сходится, то из

предложения И получаем, что фильтр Я также сходится, что и

требовалось.

Оказывается, о полноте пространства X можно судить,

рассматривая свойства сходящихся в себе семейств.

УП, Равномерное пространство (Х,90) полно в том и только в

том случае, если всякое сходящееся в себе семейство элементов из

JC сходится к некоторой точке этого пространства.

В одну сторону справедливость предложения уже установлена.

Обратно, предположим, что всякое сходящееся в себе семейство

элементов из X сходится к некоторой точке пространства X .

Рассмотрим сходящийся в себе фильтр ОС непустых подмножеств в X и

введем в ОС отношение порядка, считая^если о/х
с^*я$При таком отношении порядка множество ОС фильтруется по

возрастанию. В каждом изо#вОС выберем по точке <£Cj и образуем
фильтрующееся семейство ^■' (oc.j} (JfeOC) элементов тХ .

Докажем у что (р сходится в себе. Пусть Ye W. Тогда можно указать

do6 0t такое, чтоq/0xq/o<z у, Если теперь (о#, Зеос), то

tJf^£c^ox£oc:^ следовательно, (а^о^еу-сходимость в себе

семейства ys установлена. Согласно условию существуетПо“

кажем, что ОС-**х, Действительно, соотношение = ег/л

означает, что (Фильтрующаяся по убыванию совокупность множеств

сходится кjc , следовательно, и фильтр &= {Bjfo (Jea)
также схо.дится к л: . Если о/ - некоторое множество из Ос, то

поэтому , и фильтр ос тоньше фильтра*#. Значит^,
так же как я&, сходится Кох. . Предложение доказано.

Равномерное пространство^ называется

секвенциально полным, если всякая сходящаяся в себе

последовательность его элементов схо.дится к некоторой точке 'мзХ .

Ясно, что полное равномерное пространство секвенциально пол^

но. В некоторых случаях полнота оказывается равносильной
секвенциальной полноте.

УШ. Метрическое пространство (Х->$) полно в том и только в

том случае, если оно секвенциально полно.
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Достаточно доказать лишь, что из секвенциальной полноты

данного .метрического пространства следует его полнота. Пусть {<хЛ
Cft£)- сходящееся в себе семейство элементов пространства X .

Множества -(ЛеS:рСх^непусты для каждо¬

го Х£ 7Z .Выберем произвольно Я:С£ 3/, Предположат, что для

некоторого натурального tv мы выбрали Ах - -S/3 Лg£5,, ^Лп6так, что

$ множестве возьмем некоторое Л€&пп- Так

как £ фильтруется по возрастанию, в нем есть элемент, следующий
за Л71У а * Такого рода элемент возьмем в качестве Ля.*/. Имеем

тогда ££п+х (в силу определения лп^ и множества Зя^),
кроме того.Д^ Д£ & .Согласно иринтдапу построения по индукции

tfi-S п -»

получаем последовательность {Ал Ь причем такую, что р(*х#т,<хл уЛу
если только Лт1Ях >^Яп. Из последних соотношений можно заключить,

что последовательность (пе 7К) сходится в себе* а тогда, в

силу секвенциальной полноты .X „ существует &/*) зст—зе*
<S

Докажем сходимость всего семейств& jauifCgaB) к элементу хв

По произвольному-положительному числу в
1

найдем г, в ft такой,что

jL- f и при всех д>тг-. Для $е& 9
имеем

f6Г, ; *j> га-,

откуда и следует, что^-^р^ <а:, Предложение доказано.

ЗАМЕЧАНИЕ. Результат последнего предложения останется

справедливым и в случае, когдаX -равномерное пространство, у которого

фильтр окружений имеет счетный базис .

8.2, Рассмотрим отображение .действующее из равномер¬

ного пространства (Yf Ш) в равномерное пространство (Х<,90).
Напомним, что через 4 мы обозначаем отображение J-:

I, Пусть Ос. у&, Тогда §[0]-Jo 6 °J~*,
Действительно, из предложения I (б.З) имеем

Jo в * и 1[х]*Ш=3[в],
что и требовалось. (л^)ев

II. Пусть j - равномерно непрерывное отображение, действующее

из равномерного пространства У в равномерное пространство^^
ОС - сходящийся в себе -фильтр непустых подмножеств в Y , задеваю-

+) Это замечание по;существу относится лишь к неотделимым

равномерным пространствам, так как -отделимое равномерное

пространство со счетным базисом метризуемо.
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пцгй $/:. Тогда сходится в себе в пространстве^ .

Действительно, в силу равномерной непрерывности,/ ддя
произвольного окружения Ve9W найдется 6e#W такое, чтоV.

; Так как ОС сходится в себе, то существует afleOC, для которого

. Тогда соотношения

о/-<фвo/-i/fe]^V
показывают, что j£Ot>-{-f[yj]:Ле(Х} - сходящаяся в себе

фильтрующаяся по убыванию совокупность непустых подмножеств в X .

ТЕОРЕМА I (8.5). Пусть <2? - произведение семейства

равномерных пространств {-&*} (teT), снабженное тихоновской

равномерностью* Если при каждом teT пространство Xt-
- полное, то .

36 - также полное равномерное пространство.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В самом деле, поскольку все-проекции ]^:3e-*Xf
равномерно непрерывны, то образ Д<Ос> сходящегося в себе

фильтра непустых подмножеств в ЭЕ представляет собой сходящуюся

в себе, фильтрующуюся по убыванию совокупность непустых
подмножеств в Х± (teT). В силу полноты найдется точка XfeX±(teT)
такая, что Из критерия сходимости фильтра в произ¬

ведении топологических пространств (см. предложение I

(4.3)}получаем, что ОС сходится к точке зсе аf, имеющей проекции jc^eX^.
(teT). Полнота пространства с£ установлена.

СЛЕДСТВИЕ I. Пусть X - полное равномерное пространство.

Наделим множество Хт всех отображений некоторого множества Т в X,

слабой равномерностью. Тогда Хт- полное равномерное

пространство.

СЛЕДСТВИЕ 2, Множество £Т(СТ) всех числовых функций на

множестве Т , снабженное тихоновской равномерностью, представляет

собой полное равномерное пространство.

Остается пока открытым вопрос о полноте равномерного

пространства всех отображений множества Т в полное равномерное

пространство, снабженного сильной равномерностью. Следующей теоремой

этот вопрос будет замкнут.

ТЕОРЕМА 2 (8.5). Пусть (Х,^) - полное равномерное

пространство и 7*- некоторое множество. Зададим наХг сильную

равномерную структуру. Тогда Хт- полное равномерное

пространство.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим сходящееся в себе фильтрующееся
семейство ($££.) элементов из Хт и покажем, что оно схо¬
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дится к некоторому отображению (р в топологии сильной

равномерности на Хта
Из сходимости в себе семейства в сильной равномерности

на Xг следует, что это семейство сходится в себе и в слабой

равномерности на Хт , а тогда по теореме I можно заключить, что

существует отображение <реХт такое» что {ц Ч Б топологии

произведения на Хт , иначе говоря, .для каждо¬

го teT . Покажем, что </£ сходится-к f и в “топологии сильной

равномерности на Хг* Пусть W - окружение .диагонали в сильной'

равномерности на Jг. Поскольку совокупность {У^ ^ где У-

замкнутое симметричное окружение диагонали в равномерности на X ,

является базисом сильной равномерности ааХт, то можно считать,

что W=Y для некоторого замкнутого симметричного окружения

Y&W. Так как [*?§} ($£ <=->) сходится в себе, то существует

Ае 3 такое, чтодля всех
7
иначе

говоря, и для всех &еТ , или

A, teT). Поскольку при каждом teT сущест-

вует Cim (f^Qt)
= <РС£)? то существует и (£) сужения

семейства {4$} Cf^S) на конфинальное^множеству S подмноже-

ство ^д = {^бЗ : 2^А причем %(£) = <р(£) (см. предложение П

(2.3)). Так как V замкнуто в X* , то V£tfs> Ш1 замкнуто вХ ,

следовательно, У[^С^)]Ь и,-с учетом симметричности У , по-

лучавн (<Pft)7<fg&))6Y № всех teT , откуда (<£(р^)еУ. Итак,

YC<f] для всех
9

что и означает сходимость

ip -==$: <р в сильной равномерности на Хг.

8.?о Пусть Т7Х - два топологических пространства и^; У-*-

-*~Х - отображение, определенное и непрерывное на плотном в Т

подмножестве Тс . Спрашивается, можно ли найти такое

отображение Т-~*~Х 7 определенное и непрерывное на Т , что J
совпадет с Jc naTc . Иначе говоря, всегда ли возможно непрерывное

распространение на Т отображения, непрерывного на плотном

подмножестве в Т ? Нетрудно построить пример, показывающий,что

ответ на этот вопрос в общем случае отрицателен. Ниже мы укажем

условия, при которых такое распространение возможно, а пока -

одно предложение вспомогательного характера.

I. Пусть Т X - хаусдорфовы топологические пространства и

- отображения, определенные и непрерывные на Т и

принимающие значения в X . Тогда множество Z^lteT ^ ft)} замк-
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нуто в Т .

Возьмем некоторую точку ieE и обозначим через WD* фильтр ее

окрестностей. Так как МпЕ-фдля каждой окрестности го точки t и

Ш±- $яльтр, то совокупность [£лМ}(и£Щ)сос1МТ из непустых

подмножеств в Т и фильтруется по убыванию. Из непрерывности/,^ имеем

J(i> ‘ metE
где ОС^^ТегГщ KoJCEM/l=c££ntfl(УеЩ)7еле-
довательно, и имеют ободай базис, поэтому

J(£)-(jC6) в силу единственности предела. Итак, teE , что и

означает замкнутость £ .

ЗАМЕЧАНИЕ. Если в условиях предложения I отображения^^
совпадают на плотном множестве Tq^Tf то

Действительно, множество Е = { fCt) = замкнуто и

содержит Тс , следовательно, 2*>Т0 = Т, откуда <£(£) (teT),
что и требовалось..

ТЕОРЕМА 3 (8.5). Пусть (Т9 7W), (Х,Щ- равномерные

пространства, причем X отделимо и полно. Тогда всякое

отображение •, заданное и равномерно непрерывное на

плотном в Т множестве TQt может быть единственным образом
продолжено до отображения f , заданного и равномерно

непрерывного на всем Т .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что требуемое распространение
существует. Поскольку задевает область определения Т0 ото¬

бражения^ , то в силу непрерывности J- должно быть fft) -

ЛЮ<50Г0 * Так ЧТ0 еСЛИ В03М0ЖН0 хотя

бы непрерывное распространение с плотного множества То^Т7 то

оно по значениям отображения^, определяется единственным обра-

зоы • JCt)=$f”fo.
Покажем, 'fro в условиях теоремы существует fopfo для любо-

го teT • Фильтр fhDj. сходится к t
, следовательно, сходится в

себе, и, вви.ду плотности Т0 в Т , задевает множество Тс , так

что, согласно предложению П*(8.2), фильтрующаяся по убыванию
система сходится в себе. Из полноты пространства X

следует сходимость j0<к некоторой точке из X , а из

отделимости X - единственность предела.

Убедимся в равномерной непрерывности распространения^.*^/—
—+- &т 4Л отображения X . Пусть У - произвольное окружение из

щ
J

■
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равномерности наХ. Найдем симметричное окружение tie rW

такое , что UoKojjcy, Так как равномерно непрерывно, то

существует We для которого [ W]^ ZL , причем в силу
предложения Ш (6.3) окружение W можно считать открытым (в Т°с

топологией произведения). Убедимся в том, что для (s,*)eW выполне-

й0 $(±))eV- это и будет означать равномерную непрерыв¬

ность^ /Поскольку W открыта, точка (з/с) входит в W вместе

с некоторой окрестностью, иначе говоря, существует Wc£ Tffl
такое ? что WD£spWc[{]cW.Далее, из определения Jr следует
существование окружений W*t W^enO, J№ которых f0[Wj;[£]]c &£/(*)],
$о[Ш L$l]c^//6^причем можно считать, что и^У^м/,Обозначим
W3 = WxnW£. Если &b9t0€y/^£t]nT^fvj5fi пересечение непусто в силу
плотности Те в Т , тогда f0(t0) е или (j(£), fCQM
аналогично (f(^)^CS0))eU. Так какЩс y/CJ a W0fe1* W0[tfcW,то
(/е (Sc), & zt, И поскольку А* Тс ,

то ('J(a0)9jao))eU Итак,
с учетом симметричности ZC 9 мы получили соотношения (J(^}yS(sJ)e
eZJ, С (f&o), отдула ($(&)>№))е Ъ и

равномерная непрерывность e-f доказана*

§ 9. Вполне ограниченные множества

в равномерном пространстве

Возможность оценки взаимной близости элементов равномерного

пространства позволяет выяснять степень отклонения одного

множества равномерного пространства от другого. Особое место

занимают множества, "мало" отклоняющиеся от конечных - они тесно

связаны с компактными множествами, и в терминах такого рода

множеств удобно формулируются критерий компактности множества в

важных функциональных пространствах*'Все это дает основание

подробнее рассмотреть такие множества.

9.1. П#сть (Ху W) - равномерное пространство. Множество £аХ

называется вполне ограниченным, если для

каждого V€ *№ существует конечная система &~l£x7££,„,,En}
(пеЩ подмножеств^ такая, что £кх£#с:У( Ksl, 7 Ю и

£<=• UЛи Иначе говоря, множество £ах вполне ограничено, ес~

*я£
«

ли существует его конечное покрытие множествами малыми любого

порядка.

В определении вполне ограниченного множества можно считать
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множества системы*# попарно не пересекающимися и, кроме того,

такими, что Е-£) Ек>ъ6ъ из любого конечного покрытия &
множества Е можно сконструировать конечное покрытие множества Е

состоящее из множеств, по крайней мере столь же малых, сколь

множества первоначального покрытия, но уже попарно не

пересекающихся и в объединении дающих в точности множество Е (проверку
такого свойства покрытий предоставим читателю).

К определению вполне ограниченного множества можно подойти
несколько иначе. Для этого дадим еще одно определение. Пусть
£<г х и YeW. Множество яДаХ называется V -с е т ь ю для

Л , если £<=- т.е. если Я можно покрыть опреде¬

ляемыми одним окружением V окрестностями У[х]точек зсеЛ.

Иначе, J есть V- сеть для Е , если для любого^аЕ найдется

xzfi такое, что(хфеУ.
Если £х, Р) - метрическое пространство, a V= Дс- цилиндр

радиуса £>с , то -сеть называют просто £ -сетью. Таким

образом, множество Л<=Х есть 6-сеть для Е<=-Х, если для любого

уеЕ можно указать зсеЛ так, что ^>(sX,y)^ 6. Можно сказать

также, чтоofi есть £-сеть для Е , если Я можно покрыть шарами

радиуса 6 с центрами в точках из Л- .

I. Множество Е в равномерном пространстве X вполне

ограничено в том и только в том случае, если для любого сущест¬

вует конечная V-сеть для Е .

В самом деле, если вполне ограниченное множество вХ и

V6W , то существует конечное семейство {£*} (к=Л,&,..%7 ть)
такое, что Ej<*Ek^V z Е= ОЕк? и можно считать, что Ец

к) непусты. В каждом из выберем какую-либо точку

х,хеЕк (K=j,£ft„y 7i) и покажем, что конечное множество

=fa,хп]является У-сетью для Е . Действительно, так как

то и [^nSKEk<^ V, И4Ш Ek<=-V[<£х]. Поскольку Еа
^ (УЕ* ,

то J£cU vfcZr]* следовательно, К есть конечная V-сеть
К= / 7 ' 7

для Е .

Обратно, для произвольного найдем симметричное

такое, что (JoVclm, Обозначим через конечную Z^-сеть для£.

Тогда Е<^ U с Учетом симметричности ZL , имеем Ufa]*
следовательно, совокупность {llCjcjj (*хеЕ) -

конечное покрытие Е с X множествами малыми порядка У , откуда,

в силу произвольности можно заключить о том, что Е впол-
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не ограничено.
-

ЗАМЕЧАНИЕ I. Построенная в доказательстве предложения V-сеть

содержится в Е .

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Можно ослабить условия доказанного предложения

в части достаточности. Точнее, если для каждого Ye

существует вполне ограниченная V-сеть для Е , то £~ вполне

ограничено.

Действительно, взяв Ve W, найдем симметричное cte^W такое,
что UcZtaV . Построим вполне ограниченную И -сеть а/ для Е .

Так как ofl вполне ограничено, т,о, по доказанному, существует

конечная //-сеть Ъ? для су? . Тогда

и [J]^ U[u,[Kl]=(Uo И)[К]с- V[Kl ,

откуда следует, что конечное множество К является У-сетью

для Е , следовательно, Е вполне ограничено.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. В доказанном предложении можно рассматривать

V-сети для У не из всего фильтра W , а лишь из какого-нибудь
его базиса, например только замкнутые, или, в случае

метрического пространства, только <£~сети.

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Множества Е vl Е вполне ограничены

одновременно.

Это замечание следует непосредственно из предыдущего и из

результата доказанного предложения.

9.2. Вполне ограниченные множества в равномерном

пространстве оказываются тесно, связанными с компактными, и такая связь

устанавливается в следующем факте, носящем название теоремы Хаус-
дорфа.

ТЕОРЕМА I (9.5). Для относительной компактности +)

множества Е в равномерном пространстве (Х,90) необходимо,
а если X полно, то и достаточно, чтобы Е было вполне

ограниченным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость* Пусть Е относительно

компактно, т.е. Е компактно вХ . Установим существование конечной

V-сети для Е , каково бы ни_ было окружение Nety. Так как

сечение V£r7 при каждом jceE является окрестностью точки & ,

то из компактности Е , с учетом предложения I (5Л), следует

+) Напомним (см. пункт 5.1), что множество^ в

топологическом пространстве .X называется относительно компактным, если

его замыкание Е компактно.
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существование такого конечного множества Е , чтоE^uvCjc1=
~V£K], Поскольку V - произвол£йое окружение из , то^

вполне ограничено, а тогда и Л также вполне ограничено,,

Достаточность. Пусть X - полное равномерное пространство и

вполне ограниченное множество вХ . Рассмотрим ультрафильтр
^непустых подмножеств вХ , включающий множество Ж , и докажем,

что ^сходится в себе. Возьмем некоторое окружение VeW. Так

как £ , так же как и £ , вполне ограничено, то найдется

конечное семейство (£^(л) непустых подмножеств вХ ,

для ^которого £<^cTf£K и £K*£xcz. Y/,2,,..^Поскольку ЕеШ,
*о и £«е Ж. Согласно предложению У (1Л) в семействе {£#}
(7c-i(SL7t%t>7L) найдется множество Л£ , входящее в ультрафильтр^.
Но Е£х £;<=V? так что. в силу произвольности VeW ,

ультрафильтр Ж сходится в себе» Пространство X по условию полно,

следовательно, существует точка jcsX такая, что а по¬

скольку ЕеЖ« то <хе£ . Предложение 1У (501) позволяет

сделать вывод о компактности множества^ . Теорема доказана.

ЗАМЕЧАНИЕ. Нередко бывает так* что само пространство X

неполное* но существует полное отделимое его подпространство^ ,

содержащее Е . Тогда результат теоремы Хаусдорфа в части

достаточности сохраняется.

Действительно, будучи полным и отделимым, Х0 замкнуто, и так

как по доказанному Е относительно компактно вхс, то в силу

предложения УШ (5*1) оно относительно компактно и вХ *

9.3* Установим полезный во шогих отношениях критерий
относительной компактности множества в метрическом пространстве,

называемый теоремой Больцаяо-Вейерштрасса.
ТЕОРЕМА 2 (5*9)* Множество^ в метрическом пространстве

(X,f) относительно компактно в том и только в том

случае, если из любой последовательности {^п} точек

множества Е можно выбрать подпоследовательность,
сходящуюся к некоторой точке изХ,'т.е. можно указать такую

возрастающую последовательность far} натуральных чисел,

что последовательность сходится,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Е относительно компактно. Рассмотрим

последовательность [jcnj (пе 2Z) точек ъъЕ . Определим на-Х

функцию /-* fe? рОг, &п) • Согласно теореме 5 (2.4)

достаточно доказать существование такого <хе X , что J(jc)=0 . Пред-
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положим, что J(jc)>o для всех eczX. Из относительной яоып&зшш-*

сти Е следует, что замыкание Е можно пт?щь коеочешк

вом открытых шаров 3^[^с1 с центрами шз некоторого конечного

множества Е^Е я радиуса гл='£#йд<$х)3озьмеы какой-дабо

элемент jceк . Так как $Осу^л)Л'Ър в силу теорьмы

4 .(4.2) +\ существует такое, что > <&Х у ■ИЛЙ

<х71еВZjEx] для всех натуральных тгх:. Обозначим ri0^jnaxnJ&&~-
шп>г710? ъъ&пЛ jU'l(bzj:E*c-1* Полученное соотношение' противо¬
речит тому» что а:яеМ при всех ледЪ,- » следовательноt случай

j(x.)>o при всех jceJL невозможен.

Обратно» предположим, что из всякой последовательности точек

множества £<z X можно выделить сходящуюся подпоследовательность,

однако Е не является относительно компактным.

Покажем вначале, что пр высказанных предположениях

подпространство Е
•

метрического пространство X полно, В самом деле,

пусть {у*}- сходящаяся в себе последовательность элементов из

£ . Та$ как шары Зх ЕуЛ(пе&1) имек>1! непустое пересечение cJF,
для каждого натурального rv в Е найдется элемент «а^такой, что

4'Нетрудно понять, что последовательность так

же как и { сходится в себе;

f<*п,х#9бп> >%п )+?(у»ф)+р(2ю,rfCfy.ym).
Так как по условию из {зс?,} можно выделить сходящуюся

подпоследовательность, то по предложению У1 (8Л) сама

последовательность {агл.} сходится* Из оценкиу(уп*я)±9Ца,хл)+#лл1л) следует,
что fa х

- Полнота Е установлена ( см*

предложение УШ (8.1) ).

Если множество Е не является относительно компактным вХ ,

тогда по теореме Хаусдорфа (с учетом замечания к ней) Е не

вполне ограничено. Последнее означает, что существует 6 >о

такое* что для любого конечного множества К^Е найдется элемент

jceE , для которого е при всех грек. Отсюда, в част¬

ности, следует, что Е непусто. Возьмем в Е какой-либо элемент

jcx и предположим, что мы построили конечное множество JKn~(JCif

+) Хотя упомянутая теорема имела отношение к верхнему

пределу, формулировка и доказательство соответствующего результата

для нижнего предела вполне аналогичны формулировке и

доказательству теоремы 4 (4.2).
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Xz9 — ,&n)(nett) элементов из Е , для которых ^^-,<^>6
(i,K=i<SL}.*y7b; te-к}- Взяв в качестве /с множество дг^, найдем

элемент такой, что pC^nHj^)>eдля всех лг=/,2, ,.v тг. Из

принципа построения по индукции можно заключить о существовании

последовательности {jc^} (ле ТС) точек множества^, обладающей
свойством: рСгп,Хе)> £ при всехл; 6e<fc;K*(. Выделим из£а^}схо-
дящуюся подпоследовательность {Хяк} (кеЩ. Так как {<эСлк}
сходится, то она сходится в себе, следовательно, должно найтись

такое К0£УС » что«^д^при всех натуральных гС7а это

противоречит определению последовательности Теорема дока¬

зана.

9.4. Рассмотрим произвольное множество?7 , равномерное

пространство^, 10) и множество Хт всех отображений из Т вХ 9

снабженное сильной равномерностью. Отображение (feXT называют

вполне ограниченным, если множество

^вполне ограничено. Совокупность всех вполне ограниченных

отображений множества Т в X обозначим через М(ТУ XJ,или просто черезМ .

Если то используют обозначение M(TyJR)~ Мр. Очевидно,
что множество Мт состоит из всех ограниченных на Т функций.

I. Множество М(Т,Х) замкнуто в пространстве Хг (с сильной

равномерностью).

Убедимся в том, что множество значений A(f0 отображения
вполне ограничено. Пусть V- симметричное окружение диагонали

в равномерности в&Х . Окрестность V [<ро1 отображения % имее£
с М непустое пересечение. Возьмем (peAinV[ц0]. Тогда
или <ро(pQ/aV, а ввиду симметричности V имеем также ;

Поскольку I'zcp-'ocp, где J- тождественное отображение Т на

себя, то (f0<z(f0ojc:<p0o(p^o(p<=:Vo (f Отсюда получаем следующее
соотношение:

% fTI^Vo <fCTl=V[(f[Tlh У[^1.
Таким образом, ^является V-сетью для и так как ^вполне
ограничено, то согласно замечанию 2 к предложению I (9.1) будет

вполне ограничено и А(р0 . Предложение доказано.

П. Отображение (feXT вполне ограничено в том и только в том

случае, если для любого Ve7/} существует конечное семейство

{Тк} (к*£,2.,...у п) попарно не пересекающихся подмножеств

множества Т такое, что Т=иТк и ^/7^7* V
"=/
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Действительно, пусть среМ я V ~ произвольное окруже&зе gg

V) • Из полной ограниченности множества Л ^ следует

существование такого конечного семейства [Ex] (Xs!£,*„, к) попарно ае

пересекающихся подмножеств в X , что ■-

Множества Тк**?-1[Ек] таковы, что
^

^ л
-у f£=/,£,.,,? 7tj zy), и ТК = Т

и

так что семейство (Г*} С п)~ требуемое*
Обратно, обозначим Ех = <р[Тк] л),Тогда

J!ili«mpa£‘r№ir]-vm'°A<f.
и, если выполнены условия предложения, вполне ограничено.

ТЕОРЕМА 3 (9.5). Пусть X - полное равномерное

пространство. Множество £<=М(Т,Х) относительно компактно в

сильной равномерности в том и только в том случае, если

выполнены следующие условия:

1) существует компактное множество С<=Х такое, что

АусС для всех (fe £ ;

2) для любого VeW существует конечное семейство

{%с}(к=1Л,.~, п) подмножеств Т такое, что Т=и Т% и

УГГ«]хф[Тк]сУ для Bcex^i* •

*я/

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть £ - компактное множество ъМ(Т,Х),
Рассмотрим множество л ср

я докажем, что оно относительно

компактно. Относительна компактное множество по теореме Хаус-

дорфа вполне ограничено. Взяв произвольно UeW, выберем

конечную W -сеть {#, (рп}. Каждое из множеств йср€
(z=Jf2,...,7i) вполне ограничено, а посколькуЖ^.Л), будучи
замкнутым множеством полного пространства ^Гг, само является полным

равномерным пространством, то, вновь по теореме Хаусдорфа,
относительно компактно. Следовательно, множествоо/~ U Ау.
также относительно компактно. Отсюда и из теоремы Хаусдорфа можно

заключить о том, чтос/ вполне ограничено.

Убедимся в том, что с/ представляет собой 22-сеть

В самом деле, пусть ср.е£ . Так как Cf„] есть 2?-сеть
для £ , найдется отображение (f* i*n) такое, что (<%, (р)е и?
и, с учетом определения и , получаемcpcZfofc . Отсюда следует,
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что

&[ft CTl]-to[A(?J<zu[jil
для каждого cfe£, тем самым U A^CLU£Jf]. Мы установили, что

вполне ограниченное множество J) является й'-сетью WfyUgAf-
Учитывая замечание I к предложению I (9.1), можно сделать вывод

о том, что U Л(р вполне ограничено, а по теореме Хаусдорфа
оно относительно компактно, стало быть,компактное множество

= Ug,Aq> удовлетворяет первому условию теоремы,

проверим выполнение второго условия. Пусть YeW и ZfeW -

такое симметричное окружение, что Z/<=V. Найдем в

множестве конечную U -сеть <j>x}. Для каждого из </£'
•

Ю построим разбиение \тНС*“н°-
жества Т на попарно не пересевающиеся подмножества такие, что

Уг £T*]c:lt- Совокупность множеств вида

.■ т£аи£/)...пг*к
образуют новое конечное разбиение (*},

= /,£,..множест¬
ва Т , причем из определения этого разбиения следует, что

для всех

Для отображения можно указать такое is X) ? что

(jp,(f£)£ W't т.е. что .Тогда, принимая во внимание, что

if ?с учетом предложения I (8.2) получаем

<P[Tjl*<f£rj]** HTfl^(foTjO(f~fcz UoftcTjO (f^oZj С.

«= t/o ( <fi £T;J* <ti £Tjl) oUaUoltoUcL v.

Последнее соотношение показывает, что разбиение [Т^]
требуемое.

Предположим теперь, что множество^с^/^х) удовлетворяет

обоим условиям теоремы и установим полную ограниченность

множества £ - этого, в силу цолноты пространства M(T,X)f
достаточно для доказательства относительной компактности множества^.

Пусть V- произвольное окружение ез 2? . Найдем #£^такое,

что Zf°Z/c. V9 и конечное семейство яг-/г) подмножеств

множества Г, для которых (p£TiJ*<f£TK1<^lt при всех <fe£?
#= /Д..,^причем множества из этого семейства можно считать

непустыми и попарно не пересекающимися. Так как С компактно и,

тем самым, вполне ограничено, существует конечная #-сеть

для С .
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Рассмотрим произведение К"'. Поскольку множества семейства

{Гх} попарно не пересекаются, каждый элемент

порождает отображение (f%-U (Гкх{<хл})7 причем, очевидно,

еМ(Г,Х).Обозначим Л={%} (%е К71). Выберем из каждого Тк по

элементу tKeTx. Поскольку С", а К представляет

собой конечную ZI-сеть для С , то в К найдется.-элемент хк

такой, что (я#, <р(4#))еИ„Проделав эту процедуру для всех

п, получим точку .Z=(j£j,DC£fltt7j:„)cK*\£v&BK№ значения

и (fit) на каждом элементе teT . Так как TLnTj~0 при i^j?
i,js'f,2/,«*77t,j то существует единственное к такое, что ±еТХ' в

силу определения (р^ получаем Из выбора ZeК*1 следу¬

ет, что (<p£(t), <р(£к))е U, а поскольку

(<f &*), <?&)) <=<PCTk]x Ч>[Tk] cz-W,
Последнее соотношение имеет место при

каждом ±еТ , следовательно, у i откуда можно сделать вы¬

вода том, что Jl - конечная V -сеть для g , и множество^
Еполне ограничено. Теорема доказана.

Рассмотрим топологические пространства Т., X и совокупность

С(Т,Х) всех непрерывных отображений из Т в X .

III. Если X - отделимое равномерное пространство, то

множество С(Т,Х) замкнуто в пространстве Хт (с

сильной'равномерностью)-.

Действительно, пусть ipoe 6(7, Л) * Тогда существует

фильтрующееся, семейство (^J ($е£) элементов из С(Т,Х)7 сходящее¬

ся к (fc в топологии сильной равномерности на Хг . Согласно

следствию из теоремы 4 (5.7) отображение ipe непрерывно на Т , т.е.

%еСCTfX) у следовательно, С(Т,Х) замкнуто в Хт.

ЗАМЕЧАНИЕ. Если X - полное отделимое равномерное

пространство, то С(Т,Х)~ также полное в равномерности, индуцированной
сильной равномерностью на Хт.

Достаточно заметить, что в условиях замечания Хт- полное

равномерное пространство, следовательно, С(ТУХ) полно как

замкнутое множество полного равномерного пространства.

IV. Если Т - компактно, а X - полное отделимое равномерное

пространство, то С(Tr X) <=М(Т, X) .

В самом деле, по теореме 3 (5.5) образ jLT1 компактного

множества Т при непрерывном отображении JeC(T,X) компактен,
а по теореме I (5.9) множество J[4] вполне ограничено, так
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что J-eМ(Т9 X), следовательно, С (Т,Х)<=М(2]Х).
Очередной факт, называемый теоремой Арцела - Асколи, содержит

критерий компактноети множества в пространстве непрерывных

отображений равномерных пространств,
ТЕОРЕМА 4 (5,9)* Пусть (Т, 7W), (X,W - равномерные

пространства, причем Т- компактно, а X- отделимо и

полно. Множество jfc С(Т,Х) относительно компактно в сильной

равномерности в том и только в том случае, если выполнены

следующие условия:

1) существует компактное множество Сс:Х такое, что

при BoextpejT;
2) для каждого окружения У из ЯО существует

окружение Vie Ш та^сое, что (f[W]^v при всех

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку множество £ компактно. в С (ТгХ),
a CCTtX)cAi(T,X) , токомпактно в М(Т,Х) ак что

существование компактного множества С , удовлетворяющего условию I,

следует из теоремы 3.

Для проверки второго условия возьмем VeW и найдем iteW

такое, что У. Используя полную ограниченность множества

найдем конечное подмножество £ в С (Т, Х)ь являющееся

5L-сетью дня £ . Так как, по теореме Кантора, каждое отображение

yedk равномерно непрерывно, существует окружение такое,
что фру/фи. Рассмотрим окружение Поскольку ^ есть

2-сеть для^Г, то для любого можно указать <уе так,
что лре и,[(р], или zt, откуда ifcz/ocp. Из определения W ,

с учетбм предложения I (8.2), получаем соотношение

£р[Whcpo Wo(j>-Jc:Uo{poyjyoif-toZl^WoXjLoic<=-V,
которое показывает, что W- требуемое во втором условии

окружение.

Пусть теперь выполнены оба условия теоремц. Проверим, что в

этом случае выполнены и условия теоремы 3. Нетрудно заметить,

что в обоих теоремах первые условия совпадают, поэтому приступим

сразу к проверке второго условия. Рассмотрим окружение Уе 40 .

Из второго условия теоремы следует существование такого И!еШ *

что ip[W]<=V(<f6g)!bs& как Т компактно, то множество его точек

вполне ограничено. Согласно определению вполне ограниченного

множества можно Т разбить на конечное число попарно не

пересекающихся подмножеств [Тк] (к=£Л,••• > ^ так* что Г«* T^W. Тогда
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Ч>[Т*1= Ч>[7*]<= <р[ W]<= к

следовательно, конечное семейство п) удовлетворя¬

ет второму условию теоремы 3.

Итак, мы убедились в выполнении условий теоремы 3, из которой

следует, что множество^ компактно в М(Т,Х) - Поскольку £<=

сС(Т,Х)сМС£Х) , то £ компактно и в С(ТгХ)- Теорема доказана•

ЗАМЕЧАНИЕ I. Пусть (Tf0
- компактное метрическое

пространство. Поскольку цилиндры £е (£>о) образуют базис фильтра
окружений в равномерности метрического пространства, для справедливое- *

ти второго условия теоремы достаточно выполнения условия

2») для любого 6 > о найдется &>о такое, что

при всех (f6&s9tGT7 у которых

ЗАМЕЧАНИЕ 2* Если X=JR со стандартной равномерностью, то,

поскольку замкнутый промежуток числовой прямой компактен,

условие I теоремы следует из

I*) Существует L>0 такое, что 1<р(-£)1^Ь для всех q>e£t teT.
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Глава 71. ТОПОЛОШЧЕСКИЕ ВЕКТОШЫЕ ПРОСТРАНСТВА

§ I. Векторные пространства

I.I. В. этом параграфе весьма кратко будут изложены элементы

теории векторных пространств, используемые нами в дальнейнем.

Мы предполагаем, что читатель знаком с определениями векторного

пространства, подпространства векторного пространства, линейной

комбинации элементов векторного пространства, линейной оболочки

множества и линейной независимости множества в векторном

пространстве. Читатедйо, не владеющему такими понятиями,

рекомендуем обратиться к соответствующей литературе, небольшой список

которой помещен в конце текста.

Почти все факты, сформулированные в этом и следующем

параграфах, мы не доказываем, и этот пробел читатель может либо

восполнить самостоятельно, либо опять же воспользоваться

литературой.

Отметим некоторые обозначения. Пусть E,F - множества в

векторном пространстве X . Под суммой множеств Е,Г понимают мно-

жество Если то вместо &с/ +F оу-
дем обычно писать . Аналогичный смысл имеют обозначения

Е-F ,-Б. Ест А - произвольное множество скаляров и

Е<^Х> то АЕ ={оСх:о(€Л,л€£}. ПркА={х} вместо -focJE будем
просто писать осЕ и использовать аналогичные символы в других

случаях.

Произведение векторных пространств {Х±} (teT), будучи
снабженным покоординатными операциями суммы и умножения на скаляр,

в случае, когда поле скаляров одно и то же для всех

сомножителей Xt (teT), представляет собой векторное пространство.

Если, в частности, каждое из Xt (teT) совпадает с полем ска-
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ляров^ , получим, что множествоДтъоех отображений данного

множества Т ъ поле^ является векторным пространством над полем

R, . Операции сложения и умножения на скаляр определяются в J2r
так:

^

(JC +y)(t) ^3C(t) + y(t); (oCMCt) =ocx,ct) (K,ije£^ueJ?,t<:TX(X)
Если поле скаляров^ есть либо поле^ вещественных чисел, либо

поле С комплексных чисел, тогда как само векторное пространство

J2так и любое его подпространство называют

функциональным векторным пространством.

Напомним, что линейная оболочка множества JT в векторном

пространстве X совпадает с множеством Д, всех элементов изХ,
представимых в виде

^ ^
9 (2)

tee О

где в - произвольное конечное подмножеством? , a геев ) -

произвольное семейство скаляров»

1.2. Если в определении линейного множества наложить на

коэффициенты ос и р линейной комбинации те или иные ограниче¬

ния, то этим будут ввделены разнообразные классы множеств,

играющих соответствующую роль в теории векторных пространств.

Рассмотрим векторное пространство X над полем JR. . Предположим,
что в произведении /?*ввделено множество У", содержащее пару /У,О)

и обладающее свойством симметрии: если (<xJj?)e/r, то и (fl,oc)er.
Множество^ в нространствеХ бу^ем называть /^-множест-
в о м, если вместе с, элементами л,^‘множество2Г содержит любую

их линейную комбинацию осх+ру с такими коэффициентами, что (<х,р)еЕ
Если Г состоит только из пар (1,0) и (0,1) , то /“'-множество -

- это произвольное множество пространства X • В другом крайнем

случае, когда Г, класс непустых /^-множеств совпадает с

классом линейных множеств.

Понятно, что линейное множество будет /“’’-множеством при

любом i~\ и, вообще, если Г0^>Г, то Г0-множество является также и

/"^-множеством.

Пересечение любого семейства Г-множеств само будет
/^множеством, поэтому, каково бы ни было множество Е в данном

векторном пространстве X , существует наименьшее /’-множество,
содержащее/? . Это /^множество называется Г - о б о л о ч к о й

множества Е и обозначается символом НГ(Е$.
+) При конкретных Г могут применяться и другие термины вместо
”Г-оболочка” и другие символы для ее обозначения.
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Поскольку линейная оболочка %(Е) множества Е является и

/'-множеством, содержащим Е , то НГ(Л)^£(Е).
Отметим еще такие факты;

I. 'Ест£1рЕя- произвольные /'-множества векторного

пространства X и X,fi> - произвольные скаляры, то множествоE-\Ex+f*-Ez
также является /"-множеством.

П. Пусть 01 - фильтрующаяся по возрастанию совокупность

Г-множеств в векторном пространстве X . Тогда E-UЕ - также
т-г ,, EcOl
„Г-множество в X •

Конкретные классы Г -множеств мы рассмотрим, предполагая,

что поле скаляров Л совпадает с & или с С *

Пусть сначала Г есть множество всех таких пар что

cx+j8-i .. В этом случае Г -множества называются а ф ф и н н ы-

м и. Аналогично изменяются и другие термины. Аффинную оболочку

множества будем обозначать через dff(E).
Ш. Если Z - аффинное множество, {^J (feS) - конечное

семейство его элементов, а {<*$} (feS) - такое семейство

скаляров, что

ZI =-*> (з)

то линейная комбинация Их входит в Z .

£€3 Л
*

Действительно, в силу (3) множество S непусто. Если, кроме
того, число п его элементов равно единице,, то доказываемое

утверждение очевидно. Допустим, что оно справедливо для всех

где. ш - данное натуральное число, и рассмотрим случай, когда

3 имеет m+i элемент. Поскольку т.+1>1, среди элементов

множества S найдется такой элемент £0 , что^^ь^ # тогда,
полагая 30 = S \ { £0J, имеем

так что, в силу предположения• Но Т01*Да п0

определению аффинного множества
°

ЗУ. Аффинная оболочка множества Е векторного пространства^
состоит из всех таких элементов «те<5?6Е) , для которых в

представлении (2) выполнено

Z «W (4)
ueQ
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В самом деле, согласно предложению Ш, множество £ всех

таких элементов содержится ъЛ//(Е). Докажем, что Z - аффинное
множество. Пусть

^ °*и ^ 9 ч ~~У- flu ^ fiu.
^6i иеОг

- произвольные элементы из Z . Добавляя, если нужно, к одной и

другой линейным комбинациям слагаемые с нулевыми коэффициентами,
можно добиться того, что множество Oi будет совпадать с бг .

Понятно, что при таком преобразовании условие (4) не нарушится.

Обозначая 6^61=6Z и беря такие скаляры , что , мо¬

жем написать

ил <*«.“+fill /«.<* +/AJ«• •

«-ее иев и-ев
Но

Z. (*«и +//W = <*£ <+/£/и, = «+?=*■
геев геев JtceO

Следовательно, ocx+jdgв Z . Поскольку Z ^>Е , то, будучи

аффинным, множество Z содержит и Jff(E) , т.е. с учетом

установленного ранее совпадает oJ/ffiE).
Класс аффинных множеств простым образом связан с классом

линейных множеств.

У. Если Хе - линейное множество в векторном пространстве Л'
и сXqgX » то множество Z-ос+Х0 - аффинное.

УТ. Если Z - аффинное множество в векторном пространствеX
и сx^eZ » то множество Х0 =2-*%, - линейно.

Пусть Е состоит из двух элементов и, tr . Аффинная оболочка
множества Е называется прямой, проходящей через и. и гг.

В соответствии с предложением 1У соотношение осеЛ$(Е)%/У?(и^)$ав-
носильно тому, что а: можно представить в виде + (j-oc)xr

при некотором UeH . Заметим, что такое представление

единственно.

Рассмотрим теперь Г={(^р)^Яя: loCl+lfiKl} . В .этом случае

непустое Г -множество называется абсолютно

выпуклым. Поскольку всякое абсолютно выпуклое множество содержит

нулевой элемент, то существует наименьшее абсолютно выпуклое

множество, содержащее данное множество Е . Оно называется

абсолютно выпуклой оболочкой

множества Е и обозначается через сьсо(Е).
УП. Элемент гс векторного пространства X принадлежит

абсолютно выпуклой оболочке множества Е в том и только в том случае,

109



еслисс можно представить в виде линейной комбинации (2) с

коэффициентами, удовлетворяющими неравенству

иеВ

УШ. Если V - абсолютно выпуклое множество, то

X(V) = UnV. (6)

Заметим, что вместо (6) можно было написать

Следующий класс Г-множеств получается, если за Г принять

множество {(o(,ft)e£z:o(ft^09 } . Непустое /'-множество в

этом случае называется уравновешенным.

Уравновешенность множества 5 векторного пространствах означает, как

ясно из определения, что S*0 и при любом ЫеЦ , таком, что

loil^l viJceS произведение^^ входит в *5* , иными словами,

что ofS^SC ,/<*7^Y ). Если Е - непустое множество

пространства X , то /^оболочка множества Е , как легко проверить,

совпадает с объединением <*Е*

Следующий класс Г-множеств получается при Г , состоящем из

всех таких пар что о( и & - вещественные неотрица¬

тельные Числа и o(+j$=j[ . Такое /^-множество в векторном

пространстве X называется выпуклым. Понятно, что каждое

абсолютно выпуклое множество выпукло. По тем же соображениям и

произвольное аффинное множество является выпуклым. В

рассматриваемом случае Г-оболочка множества Е<^Х называется

выпуклой оболочкой множества Е и обозначается

символом со(£),

IX. Элемент <х векторного пространства X принадлежит

выпуклой оболочке со(Е) множества Е<^Х в том и только в том случае,

если можно представить в виде линейной комбинации (2) с

вещественными- неотрицательными коэффициентами, удовлетворяющими

условию

-и'еб
' '

X. Если V - выпуклоче множество, U, р
- вещественные

неотрицательные скаляры, то

o(V+pV= (°(+p)V. (8)
XI. Множество векторного пространства абсолютно выпукло в том

и только в том случае, если оно выпукло и уравновешено.

Пусть и и гг - различные элементы векторного пространстваX.
Выпуклая оболочка со (и, ir) называется отрезком с

концами и и хг . Согласно предложению IX каждый элемент <хесо(и,1г)
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допускает представление в виде

j: = oitL + (i-o()ir (oteR, 0<оС<1). (9)
Поскольку отрезок со(u,v) содержится в прямой Jiff(и-,хг) ,

проходящей через ti, tr , то представление (9) единственно.

Следующий рассматриваемый нами класс /’'-множеств возникает

при Г , состоящем из всех пар вещественных неотрицательных

чисел. Непустое /’’-множество в этом случае называется

конусом (или, говорят еще, выпуклым конусом), а

наименьший конус, содержащий данное множество,
конической оболочкой этого множества. Коническая оболочка

какого-либо множества состоит из. всевозможных линейных

комбинаций элементов этого множества с вещественными неотрицательными

коэффициентами.
Если а: - отличный от нулевого элемент векторного

пространства X , то коническая оболочка одноэлементного множества {&}
называется лучом, проходящим через «е . Он, очевидно, состоит

из всех элементов вида Ujc. , где оС - произвольный вещественный

неотрицательный скаляр. Коническая оболочка произвольного
выпуклого множества Е <=Х совпадает с объединением U оС Е.

<* но

Отметим, что хотя формально определения выпуклого множества: и

конуса имеют смысл как в случае , так и щт£-С , по су¬

ществу эти понятия представляют интерес лишь для вещественного

случая (JZ-jR ). Для таких пространств имеет место, например,

следующий факт.
ХП. Пусть Д - конус в векторном пространстве X над полем

вещественных чисел. Линейная оболочка Х(Е) множества Е состоит

из всех элементов «£ еX , представимых в виде разности

элементов из Е.

Последний из рассматриваемых конкретных классов /'-множеств

получается приГ:o(zO,fizO, Множество из

этого класса называется коническим отрезком.

ХИ. Множество Е^Х представляет собой конический отрезок в

том и только в том случае, если оно выпукло и содержит нулевой

элемент.

§ 2. Линейные отображения векторных пространств

Рассматривая отображения одного векторного пространства в

другое, естественно ввделить такой класс отображений, которые "сох-
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раняют" структуру векторного пространства. В этом параграфе мы

приведем элементарные сведения о такого рода отображениях,
сохранив при этом лаконичность изложения на уровне, принятом в

предыдущем параграфе.
2.1. Пусть X и Y - векторные пространства над одним и тем

же полем скаляров Л . Отображение Л\Х—*У называется

линейным оператором из Л" в 7 (или действующим
из X в Y ), если линейное множество и для любых ^с,уе^
У1с/,веЛ имеет место равенство

Л(ofjc+jsy)
= °<Л(а:)+ (I)

В случае, когда пространство Y совпадает с полем скаляров

вместо "линейный оператор” говорят обычно '’линейный функционал"-.

Учитывая, что область определения линейного оператора -

линейное множество, можно считать (именно так мы и будем делать),
что рассматриваемый линейный оператор определен на всем данном

пространстве.

Множество всех линейных операторов, определенных на векторном

пространстве X и принимающих значения в векторном пространстве

У , очевидно, представляет собой, линейное множество в

векторном пространстве всех отображений множества X в Y , так что

само является векторным пространством, которое будет обозначено

символом L (X, Y).
Г. Пусть Х?У - векторные 'пространства над полем JR, и Л -

отображение множества X в У . ТогдаЛеЬ(Х,У)ъ том и только в

том случае, если множество Л= {(^,у)ОС*Y'•=Л(^)} линейно в

произведении X*Y векторных пространств^, Y •

Множество Л иногда называют также графиком отображения©^
и в этих терминах можно сказать, что линейность отображения*^
е }^равносильна линейности его графика в произведении X* У .

П. Если Ле±,(ХУ)ъ Е - ^-множество пространства X , то

образ ЛИЕЗ является /^-множеством в пространстве Y . Точно так же,

есля F - /"-множество пространства Y , то прообраз -

Г -множество в пространстве X .

Ш. Пусть Х,У - векторные пространства над полем Л „ Если Е

- множество в векторном пространстве X иЛ£1*{Х,У), то©^LHr(E)]=
= НГ(ЛШ).

Поскольку множество, состоящее из единственного нулевого

элемента пространства Y , линейно, то линеен и его прообраз
который называется, ядром линейного оператора Л и обоз-
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качается иногда символом ке%Л .

1У. Оператор J?gA(X9Y)взаимно однозначен в том и только в том

случае, если его ядро состоит из единственного, нулевого,

элемента. Если указанное условие выполнено, обратное отображение </Г*

также является 'линейным оператором, область определения которого,
вообще говоря, не совпадает с Y .

Рассмотрим множество Е в векторном пространстве X . Пусть
У - векторное пространство с тем же полем скаляров Л , что и

у X , и у - отображение множества^ в множество.!7 . Поставим

вопрос о том, при каких условиях существует линейный оператор из

%(£) в У , являющийся распространением отображения у> ?

Ответом на поставленный вопрос служит следующий факт.

ТЕОРЕМА I (2.6). Для существования линейного оператора

Л:#(£) -*Y такого, что<Л(*х-)- fte) для любого «*:еЖ ,

необходимо и достаточно, чтобы для каждого конечного

подмножества в множества Е и семейства скаляров {°(л$ (лев )
таких, что £ - О

, было выполнено = О.
Лбб «3Cf6

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Убедимся в достаточности условия. Заметим, что

Ъ£(Е) можно считать совпадающим с X . Имея в виду возможность

представления элемента хеХ в виде «£ о(и и , где 6 -

конечное подмножество, множества Е , а {оСлtceO ) - семейство

скаляров, определим соответствие Л X—*Y , полагая

Л - I(*$)tXxYY<u-)\.
Докажем однозначность Л . Действительно, пусть
и = 2J оСи, ,

oz д, tc - два представления элемента -с в ви¬

де (2) из § I, при этом, как нетрудно понять, можно считать, что

<?=<%. Тогда у, =£е Так как €>=^д(о<^и)и,
то (fD-У1. o(tt) по условию, следовательно, -

однозначное соответствие.

Установим линейность Л . Пусть a* °Си и , =£7 fuutot,jd€dg.
Считая, как и прежде, B-6j , имеем

и*е*

так что Л линеен. Учитьшая, что проверка необходимости

тривиальна, доказательство теоремы будем считать законченным.

ЗАМЕЧАНИЕ I. Линейное распространение отображения у> с

данного множества Е единственно.
ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если Е - линейно независимое множество в про-
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странстве -X , то условие теоремы, очевидно, выполнено* В

частности, если X - базис X , то всякое отображение у>
распространим© с Е на^Г до линейного оператора.

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Множество значений построенного в теореме

оператора^ совпадает с линейной оболочкой if (y>EEJ) множества <f[E] .

ЗАМЕЧАНИЕ 4. Если отображение <f> взб&мно однозначно и

множества Е<^Х и fLEJ линейно независимы, то операторов
взаимно однозначен.

ЗАМЕЧАНИЕ 5. Образ J/LXJ конечномерного пространства X при

линейном отображении Л-X—*Y имеет конечную размерность, не

превосходящую размерности пространства X .

СЛЕДСТВИЕ I. Конечномерные векторные пространства одинаковой

размерности изоморфны.

СЛЕДСТВИЕ 2. Векторное п -мерное пространство X над полем Л

изоморфно пространству R™*.

Пуоть X - конечномерное векторное пространство над полемЯ

и Е - его базис. Положим У"-Д Е
, а в качестве у> возьмем

отображение., сопоставляющее элементу treE элемент ^
канонического базиса пространства ЦЕ: (-tceEyijL^xr).
Линейное распространение ф отображения (j) называется к о о р-

д и н а т н ы м отображением (по базису JET),'
значение ФОс) - семейством (или столбцов)
координат элемента сzeX и, наконец, скаляр Фбх:)(хг)~
соответствующей базисному элементу tr координатой элемента ос .

Координатное отображение представляет собой изоморфизм
пространства X на пространство ЛЕ . Отображение Л , обратное к Ф ,

называют^ каноническим в л о к с н и е м

пространства Я** в пространство X .

.Если за X взять теперь пространство J27, где Т - непустое

конечное множество, а за Е - канонический базис пространства^^
то, отондествляя соответствующие элементы множества Т и базиса

Е , получим, что у>
~ тождественное отображение. Следовательно,

будет тождественным и координатный изоморфизм.
2.2. Ваяйую в теории векторных пространств конструкцию, с

которой связаны многие конкретные пространства, играющие большую
роль в приложениях, представляет собоП так называемое

фактор-пространство.

Рассмотрим произвольное множество X . Множество сгсХ'2
называется отношение!! эквивалентности
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б X
, если

1) (jc.,x.)€Gr для любого еX (свойство рефлексивности);
2) каковы бы ни были л,уеХ, соотношения и (у,л)е<э

равносильны (свойство симметричности);

3) если л,у\хеХ то fx,z)e<S
(свойство транзитивности).

Обычно, когда дано отношение эквивалентности от
, вместо Cx.yJtfS

пишут или, более подробно, jc(тос1<5) и говорят при этом,

что элементы л и у эквивалентны (по модулю 6~ ). Отношение
эквивалентности является, таким образом, ’’частичным тождеством”,
когда отождествление элементов происходит по какому-либо одному
из многих признаков, которыми обладают элементы рассматриваемого
множества.

Пусть б' - отношение, эквивалентности в множестве X . Возьмем

произвольный элемент <осеХ и обозначим через &cj совокупность

всех элементов из X , эквивалентных данному\GxJ-{yeX
Основываясь на свойствах симметричности и транзитивности,

заключаем, что любые два элемента из множества £г7 эквивалентны. Из

условия рефлексивности вытекает, что JC,e£ozj .

Эквивалентные элементы JCj и ^ определяют одно и то же

множество . Если множества £^3:>&£&](л:^лЛеХ) различны,

то £j:j] п
Совокупность всех множеств вида L&3(azeX) образует

разбиение данного множества X : различные элементы из данной

совокупности не пересекаются, л объединение всех таких

множеств.совпадает с X . Эта совокупность называется

фактор-множеством множества X по отношению эквивалентности <5* и

обозначается через Х/т (или черезX(?nod<5'). Элементы

фактормножества называют обычно классами

эквивалентности, поскольку они состоят из элементов, попарно

эквивалентных. Отображение , сопоставляющее элементу яе-Х класс

эквивалентности /Г«х7, содержащий элемент cZ , называется

каноническим отображением множества X на

Фактор-множество Х/5.

•Пусть J - отображение множества X в некот.орое множество У\
Свяжем с J отношение эквивалентности (S^ в множестве X ,

полагая по определению «я, (modfyX еслиФактор-мно-

кествоХ/^r состоит/ очевидно, из множеств видаУ'1у7 , где

- произвольный элемент из множества значений отображения f .
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Этим способом можно задать любое отношение эквивалентности

з X , достаточно в качестве / взять каноническое отображение

J> множества X на фактор-множество Х/б~ .

Рассмотрим множество X с отношением эквивалентности от и

отображение множества X в некоторое множество Y . Поставим

вопрос: когда отображение/ можно^перенести" с X на

фактор-множество Х/Ь ? Точнее говоря, когда существует отображение^
фактор-множества Х/у в Y такое, что

где - каноническое отображение множества X на

фактор-множество? Отображение/д. , связанное с у соотношением (2),
называется снижением / на фактор-множество, а / -

подъемом отображения с фактор-множества Х/6г на X .

Снижение отображения / единственно, так как для

произвольного Dx.JeX/s% взяв , будем иметь и,

следовательно,- правая часть здесь не зависит от .

Также непосредственно из определения следует, что множества

значений отображений и у совпадают.

I. Отображение f имеет снижение на фактор-множество ХА
в том и только в том случае, если с <5^ , т.е. если для любых

элементов л19^еХтаких, что (mode) , выполнено

П. В условиях предложения I снижение взаимно однозначно

в том и только в том случае, если <г = <5^ , т.е. если соотношения

(modej и f равносильны.

Допустим теперь, что в множестве X введена структура

векторного пространства. Будем говорить, что отношение эквивалентности

от в X согласовано со структурой векторного пространства, если

соблюдены следующие два условия:

1) для любых элементов 'Xi,x27y1,yJleX таких, что a:t

имеет место +уг ;

2) если л7уеХ у
и ^

у , то ~ыу.
Ш. Пусть X - векторное пространство. Если отношение

эквивалентности <г в X согласовано со структурой векторного

пространства, то множество Х0={осеХ : ос~ф} линейно. При этом

в том и только в том случае, если &-уеХ0.
1У. Если Х0 - линейное множество в векторном пространстве X.

то множество <эг = {(х,у)еХ2 -л-у еХо} является отношением

эквивалентности в X , согласованным со структурой векторного
пространства.
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Заметим, что в условиях предложения 1У множество всех

элементов, эквивалентных нулевому, совпадает с Х0 .

Предложения Ш и 1У показывают, что все согласованные со

структурой векторного пространства отношения эквивалентности

исчерпываются описанными в предложении 1У. В связи с этим мы вместо

обозначения Х/v для фактор-множества будем использовать символ Х/Хс^
где Хс - линейное множество, определяющее отношение

эквивалентности <т .

Рассмотрим векторное пространство X , его подпространство^
и фактор-множество X/\. В фактор-множествеХ/Х0 можно ввести

структуру векторного пространства, связанную со структурой

векторного пространства X . В качестве условия согласования

структур в пространствах иХ/Й£мы выдвинем требование линейности

канонического отображения - этим, как можно показать,

алгебраические операции вХ/Х^ определяются однозначно. При этом

сумма элементов и определяется как класс эквивалентности,

который содержит сумму представителей классов £<XjJ и . Ока¬

зывается, что произвол в определении суммы исключен. Аналогично

обстоит дело и с умножением на скаляр: произведение cV t*x.J есть

тот класс эквивалентности, который содержит произведение ,

где <х - какой-либо представитель класса

Условимся о терминологии. Фактор-шмй&ствоХ/Х0 , снабженное

определенными выше операциями слокения и умножения на скаляр,

будем называть фактор.-прос транс твои

пространства X по подпространству Хс . Каноническое отображение у
пространствах на фактор-прострсФ^тьо Х/Х^ судет шпнсзлться в

дачьнейшс:! каноническим гомоморфизмом.

Снижение отображения / :Х—*Y на Х/Х0 будем обозначать через
ТЕОРЕМА 2(2.6). Пусть X ~ векторное пространство, Х0 -

его подпространство, Л - линейный оператор, определенный

на X , со значениями в векторном пространстве Y . 7да

того, чтобы оператор Л ^допускал снижение®^ на фактор-про-

странство Х/%, необходимо и достаточно, чтобы Х^ о

с: JT*±Ф] = ict2 </f . Если это условие выполнено, то<^
будет линейным оператором.

Снижение <Ах0 взаимно однозначно тогда и только тогда,

когда Х0
доказательство этого факта, так же, как и всех других,

сформулированных в этом параграфе, мы оставим читателю.
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§ 3. Распространение линейных функционалов

В этом параграфе будет установлен фундаментальный факт о

линейных функционалах, утверждающий о возможности мажорированного

распространения линейного функционала с подпространства

векторного пространства на все пространство. Условия мажорирования <5у-

дут высказаны с использованием вещественных функций, связанных

с выпуклыми множествами векторного пространства. Вначале мы

рассмотрим элементарные свойства таких функций, тем более, что их

роль в анализе не ограничивается использованием в теоремах о

распространении.

Напомним, что в качестве поля скаляров мы берем IR или <£.
3.1. Пусть X - векторное пространство над полем R.

ТЕОРЕМА I (3.6). Для любого конического _отрезка С вХ

существует единственная функция р: X принимающая

неотрицательные значения и такая, что

1C <=■ {p^t} ^

для любого i>0 . Эта функция называется

функционалом i и й и в с к о г о (множества £ )

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим семейство { ( 1еЙ) подмножеств

X следующим образом:

у J если t > О

^ если ± ^ О

у покажем, что это семейство удовлетворяет условиям теоремы 1(6,5),
а именно, проверим, что {Utj (izP)- возрастающее.

Так как §еС (см. предложение Ш (1.3)), то, используя

выпуклость С , для^£ и O^cL+L получаем <*&^Ыь£+(л-с*)(1])€б. Пусть
ti,t£elfZ . Если ti^O , то включение очевидно.

Рассмотрим поэтому случай t£>C . Возьмем произвольно й

запишем его в виде *к=£х ос. = 2* (t* Поскольку

то по доказанному вместе с jc1 в множество С входит и

элемент~ <х' откуда зс= С
7

и включение - Ut
установлено.

Воспользовавшись леммой I (3.5), заключаем, что существует

функция/>0 , удовлетворяющая соотношению {p0<l\c^Ut<:: (ЫШ),

+) Иногда р называют также калибровочной
функцией множества С .
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а поскольку J? плотно 9 на основании следствия I упомянутой
леммы такая функция единственна. Так как {/>c<r{
для каждого из доказанного без труда вытекает существова¬
ние и единственность положительной функции, удовлетворяющей (I).

Функционал Минковского множества С при условиях на

множество С , фигурирующих в теореме, может, вообще говоря, принимать
значение о© . Ниже мы сформулируем условие, которое обеспечит

конечность функционала Минковского. Для этого нам потребуется

введение*некоторых понятий.

Пусть Е - множество в векторном пространстве X • Говорят,
что множество 6 ^ X поглощает множество Е 9 если

можно указать вещественное 6 >0 такое, чт?о ос£<=^ S при цоех

d. , у которых iocf^6. Если jE = (jc} состоит из единственной
точки х, и S поглощает £ , то в этом случае говорят, что *5

поглощает точку sX • Множество S , поглощающее каждую точку лсеХ,

называют поглощающим.

I. Рассмотрим векторное пространство над полем JZ
вещественных чисел и предположим, что выпуклое множество

удовлетворяет условию: для любого можно указать г>о такое, что’

гхеЯйс. Тогда Ю- поглощающее множество.

Б самом деле, возьмем г*,%>0так, что z/cxr€ и обо¬

значим £ = /77г/г^^Очевидно, @€3) , а тогда, в силу выпуклости £0,
имеем ACzsjc)*-(i-Л) Л(-z^a:)+(1~Л)§еЮ (04 откудаjdxeg)
при ijBi+Z, следовательно, S)- поглощающее множество.

II. Пусть X - векторное пространство над полем £ . Предположим,
что абсолютно выпуклое множество £Qc.X и точка <хеХ таковы, что

для некоторого z>0 выполнено zaia £). Тогда множество £)

поглощает точку .

Заметимfпрежде всего, что поскольку Ю абсолютно выпукло, то

t Далее» если ш®, то, опять же в силу абсолютной

выпуклости S) , получаем, чтоДга:е£2> при /А/*/. Следовательно

где Л = Я z, ipi^Z7 тем самым Ю поглощает точку jz .

ш. Функционал Минковского выпуклого поглощающего множества С

принимает конечные значения.

• Согласно следствию 2 из леммы 1 (3.5) мы должны доказать, что

U 4С-Х. В самом деле, если jc - произвольный элемент множества

J^,°to, поскольку С - поглощающее, найдется ос>о такое, что

(bcc.eC при всех такихуЗ , у которых jjdl+oc. В частности, ы.осеС,
откуда сге—С у следовательно* U

<** ь^'о
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В следующем предложении будут установлены основные свойства

функционала Минковского.

IV. Пусть р - функционал Минковского некоторого конического

отрезка С . Тогда

1) р(ж)>о для всех jceX ;

2) р положительно однороден, т.е.

pCdUcjxoLpfflдля всеххеХ иoL>0;

3) р субаддитивен, т.е. р(л+у)&р(х)+р(у) Для

любых jc, уеХ.
Первое свойство следует непосредственно из определения.

Проверим второе свойство. Пусть сначала сС = 0. Так как

= п±с тфе tc , то {р^О|,или р(@))407 что вместе с

соотношением p(CD)>0 дает р((Ц)=0.
Рассмотрим теперь случай ж>0 . Определим функцию ^ полагая

ty'-x-+£P(<ix)riA докажем, что является функционалом Минковского

множества С . Для t>0 из неравенства £р(аих)< -6 следует р(<ах)<
поэтому oLx.£ol±C

, откуда jcetC7 чем доказано включение

{c^tfctc Для t>o

Для доказательства соотношения £сaвозьмем точку

•**/9>'£}-Тогдаp(cLX)>aU- HdUcedL-tC, откудахё-lc 7
т.е.

В силу единственности функционала Минковского получаем

р(х)
= £р(я),т.е. требуемое равенство: p(jc) = р(cLjc).

Приступая к доказательству последнего свойства, рассмотрим

произвольные элементы ^ из Л . Обозначим p(jo)- г' р(р
= т" и

возьмем какие-либо так, чтb-i'>z'7 -£"> т". Тогда scet'C,

yet"С ,
и имеет место равенство

, -тг-r
Но —— ^ >0 * = Л и так как'множество С вы-

+'*-£"
'

+'+£' >

пукло, то —^—(х+у^ст.е. jc-t ув (■£*+£*) С9 следовательно, p(jct^j<
+ В силу произвольности ± \ t" получаем p(xtif)^T'i-Z/f-

=гр(х) +- р(у) ^ предложение доказано.

Оказывается, свойства функционала Минковского, отмеченные в

последнем предложении, полностью его характеризуют. Точнее,

имеет место следующий факт.

V. Пусть - вещественная функция, принимающая положительные

значения и обладающая свойствами положительной однородности и
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субаддитивности. Тогда множества Сс - { - выпуклы,

и (П)€С0. Функция ^ представляет собой* функционал Минковского
любого выпуклого множества С , удовлетворяющего соотношению

Со^С^С£.
и скалярытаковы» что <£,jbb07dLi-p~l.

Покажем, что oLjc, +fty£C0Действительно, поскольку jc,ye€0 ^
то из

свойств функционала ^ следует, 4TG

=г--

Аналогично доказывается и выпуклость множества С± . Включение

§£ С0 очевидно.

Убедимся в том, что ^ является функционалом Минковского
любого выпуклого множества С , где , т.е. убедимся в спра¬

ведливости соотношения

lq,<i}ciC<=fo6-l}
для ±> С . Пусть jceX и ieJR таковы, чтсг Тогда
= откуда следовательно, jcetC,

Возьмем теперь д: и if: такие, что ty(a:)>-t>Q^ В этом случае

а тогда■$(%&)>£ %-~JceCx. Из

включения С^СХ следует, откуда о2Г£^£, Итак9

что и требовалось доказать,

ЗАМЕЧАНИЕ. Если в условиях предложения функция Cj, конечна,то

множества СС9 поглощающие.

В самом деле, цусть & - произвольная точка из.Х . Возьмем

8>о так, что 8ц(х)*. i. Тогда fy(Ssc)=8(i(x)<49 следовательно,

Sx€C0fu, в силу предложения П, множество поглощает точэд*г,

а в силу произвольности
- является поглощающим множеством.

Этим свойством обладает также и множество^ , поскольку С0аС£.

Положительно однородную субаддитивную функцию р на -X

называют сублинейным функционалом на .X .

Результат последнего предложения означает, что положительный

сублинейный функционал р на X представляет собой функционал

Минковского любого такого выпуклого множества С
, что [ р<4} <= £ о

Пусть р - положительный сублинейный функционал и z - строго

положительное число. Множество Зг = (р£ z} называется

(замкнутым) шаро.м радиуса z , соответствующим функционалу р*\
+) Указание на функционал р иногда будет опущено.
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Множество 6^* (р4 называется открытым шаром

радиуса г , соответствующим функционалу /> . Причины такой

терминологии станут яснее несколько позже.

Для xe&zJH3 положительной однородности р следует рСъх)=*
так что ore г:5^.Обратно, есш zfez6iy то

откуда уев** Таким образом,

Sz = z,&x (z>o). ^

Аналогичное соотношение имеет место и для открытых шаров.

Рассмотрим положительные сублинейные функционалы
Поскольку являются функционалами Минковского множеств

то, как следует из предложения I (У.3.1) и определения

функционала Минковского, соотношение p(x)^c^(jc) (jceX) равносильно

включению Понятно, что в последнем рассуждении замк¬

нутые шары можно заменить открытыми.

Говорят, что функционал ^ мажорирует функционал

р , и записывают это в виде /> Ч ^ или ^ Ь/>, если можно указать

такое число К>0 , что М^Сх) для всех ясеХ • Функционалы

p,fy называют эквивалентным?, если и ^<р\
при этом исшзльзуют обозначение.

Учитывая, что Afr - положительный-сублинейный функционал,

непосредственно из определений я соотношения (2) получаем

справедливость такого факта»
■У1. Функционал у, мажорирует функционал р в том и только в

том случае, если найдется число z>0 такое, что £^р)=>
Функционал Минковского абсолютно выпуклого множества обладает

более сильным по сравнению с положительной однородностью

свойством»

УН. Функционал Минковского р абсолютно выпуклого множества С

удовлетворяет соотношению'

p(cLx)^ 1*1 р(а:) (3)

для всех JceX.

Для О свойство (3) очевидно. Пусть cL£0. Рассмотрим

функцию qua покажем, что ср
- функционал Минков-

ского множества С . Действительно, если (хеХ, te£)9 то

p(duc)<cUlt7 ъткущ oiJceMtC В силу уравновешен¬

ности множества & (см. пункт 1.2') получаем-<я?€С, или jceiC.

Пусть теперь л е £]>; т.е. р (жх.) >£/<*/.Тогда j.xIt{dJC и
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-jl-хёС. Отсюда и из уравновешенна С следует, что

Ш ^-жеС1шш~~а:еС) и, наконец,, jcHC* Таким образом,

следовательно, ^
- функционал ваковского шожества£. *

Из свойства единственности такого функционала ‘имеем равенство'

pM-pj PCoix) (зсеХ,cLe£TcLfO'j^s м требовалось*
УШ. Если положительная с^баддативная фукадия р таковас ч*о.

p(cLjc)=UJp(x),TG множества 6^[p</j-, S*f= [p^l} абсолютна

выпуклы.

Нехитрое доказательство этого факта читатель без труда
восстановит самостоятельно.

Вещественная субаддитивная функция р на X 9 удовлетворяющая

условию (3), называется полунормой на X в Таким обра-
4

зом, функция р ~ полунорма на.Х , если она обладает свойствами

p(ctjc)
~

шр(х) . (**£, жеХ) ^

р (л+у) 6 р(зс) + Р(р (х,f£X),
(4)

Нетрудно понять, что одновременное выполнение соотношение (3)9
(4) равносильно справедливости неравенства

р(ы.зс+ру)ь мр(х)+ ipipCf) (<£,л,%еХ). (5)
Из определения полунормы сразу следует ее н&шштельносгь:

0=p(jz-JC)£рСх)*р(-а:)-&р(зс). Такйм образом,, полунораа, будучи
'положительным сублинейным функционалам, является функционалов Мие««
ковского любого такого выпуклого множества С £. что SjPJ^ где

«§^ 6^ - открытый и замкнутый шары» отвечающие полунор&ш р .

Как следует из предложения УШ, шары 6^ &С/} ~ абсолютно

выпуклые множества.

Среди полунорм на X выделяют обладающие свойством

Хр- р-*[0]~ {леХ ■рСг)’-0\ = {ф}: (6)
Полунорму, удовлетворяющую соотношению (6), называют н ори ой

наХ . Иначе можно сказать, что нормой является такая полунорма

р9 у которой равенство р(х)-0 возможно лишь при

3.2. Здесь мы докажем одну из центральных теорем

функционального анализа, известную под названием теоремы Банаха о

распространении линейного функционала с подпространства векторного

пространства.

ТЕОРЕМА 2 (3.6). Пусть X - векторное пространство над
полем № вещественных чисел и Х0 - подпространство вХ .
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Предположим, что на X задан сублинейный функционал р ,

а на Х0- линейный функционал такие, <гто

Jo (&)£ р(ж) С^вХо).
Тогда существует линейный функционал / , определенный на

всемX , служащий распространением функционала(т.е.

JCx) =JbOc) для зсеХо) и такой, что

(леХ).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим сначала случай, когда X является

"элементарным" расширением подпространства^,, т.е. когда

найдется элемент jc0£X такой, что всякий <хеХ представим в виде зс=^

~oLr0tJc', ГДе оС£J2 > jceXj Отметим, что если^бД^то такое пVе*-

ставление единственно. В самом деле, если+<&"

(oLJ/56J21'X'jc"eX0) %cL=j8, то 9 а ест ы.*ft , то jcc^
а л), что невозможно, поскольку а^еХ0.

В предположении сГ0£До для рассматриваемого случая докажем

существование функционала / , удовлетворяющего требованиям теоремы.

Пусть л:' or"- два элемента из Х0 . Так как

Jo 0х') +Jo (X")=Jo pC-x'i-x") ±p(.x tJCo) JCa) ,

то имеет~место неравенство

-p (cX -<JC0 )+£> (a:") 4 p(<X+ JCo) -fc (x') ,

из которого следует

L~P('Х-ло)
11

)[p(x~Л №)]■
Возьмем произвольно число/7, удовлетворяющее неравенствам

Sup [-pGx"-a0)+j(x.")]*/?iA UtJ [pCjc'+JCoJ-foCx')], (5)
■X"6X0

J

jc'eXo
и определим на X функционал

1-J0&) ('Х=ы.а:0+х/еХ).
/

Чтобы проверить его линейность, возьмем два элемента <х.=ос^с0+гх>?

пространства X и рассмотрим значение/ на линейной

комбинации элементов . Поскольку

Ая.+р1у~Л(<3и)сг>+сХ') ^jucpaCo ty')=(AcL i-ftflJCc+Ax'tfiy',
f(Z) = (J-Л +fsp)m t-Af0 (a?) +pf„ Сtf) e

в / линеен.7^ +Л(?'))=*№)^ф>
Докажем, что для любого are Я выполнено неравенство,/^;^

&рСх). Пустьх=<*х0+х.Если at*G, toar=Jc', я требуемое неравен-
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ство содержится в условиях теореш. Предположи , чтоаОО.

Тогда, представив ж- в виде зс ~ос£г0 +£*!)Ъ сятгу соотношения (5)
имеем

‘

*

J{*> •*(*+£ (£ ,х '))&<*■ (р(ха+£.ъ')-30 (£x')*J0 (£х!))шр(л).
В случае же л<0 , спять в силз? (5), получаем

J&) = -<*(£ (£л'') - m)t - ос- (£ Л)+р (± ,х -,к)-£
т.е. неравенство р(л) выполнено для любого аГ£ Л‘.

Снимем -теперь условие* поставленное в начале доказательства,
т.е. будем считать Хй произвольном подпространством вХ *

Обозначим через./ множество функционалов/ э каждый т которых

заедая на некотором подпространстве в.Х , явдяется распрос'гранением

функционала^, и для точек хе-О,^, имеет шесто неравен.ств о /гг) ^
^р(х). Покажем, что в У' входит функционал* областью определения

которого служит всеА .

'

Введем в f отношение порядка, именно, буде& считать У>/^
если // является распространением J*9 Убедася в том,, что

упорядоченное множество / удовлетворяет условная леммы Цорна, Рл?еть^£ -

непустое линейно упорядоченное подмножество множества/' .

Определим соответствие / из'Х в JB соотношением г/=* О -} ш покажем,

что J- - верхняя граница множества J? * Для этого ш'до/шш пока»

зать, что /£/“ , т.е. проверить однозначность, линейность / и

выполнение неравенства ^(xj<p£x) (jceQj:)- -.л.

Предположим, что £/fix] (jr.eQ,j ) ~ По определению/
это означает, что существуют функционалы такше, что

Лх *$£(&)> Лягfgfc)-Так как Я>~ линейно'упорядоченное
множество,. то один из функционалов является распространением

другого, а тогдат.е.^ЯдЯ / однозначно.
.

Далее f поскольку каждое из мн ожеств /= /(a:J(jq) ?
ш~

нейио, а совокупность всех таких множеств фильтруется по

возрастанию, то, в силу предложения П (1*2) * множество />^./ линей-
„ ^ d'G.ro

но, следовательно, функционалу линеен.

Для доказательства неравенства j£x)+ p(JC)y взявнайдем

функционалJef0 такой, что j(jc)=/(>x)f *Азаметим, что для/
требуемое неравенство выполнено, а тогда рСх.).

Итак, у
- верхняя граница множества , тем саыьш/

удовлетворяет лемме Цорна (см. цункт I (3.6)), а тогда, согласно
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' ^

результату этой леммы, в£ существует максимальный элемент f,
мажорирующий/? . Покажем, что / - искомый функционал. Для

этого, учитывая определение /“, достаточно убедиться в том, что.<2_^
=Х- Предположим, что это не так, и, взяв

^еЛ\-<3^воспользуем ся^первой частью доказательства теоремы, из которой следует,

что/ можно распространить с сохранением всех условий теоремы
на подпространство вЛ , более широкое чем^, а это

противоречит максимальности j'. Теорема полностью доказана.

Доказанная теорема, с некоторыми изменениями в формулировке,
остается справедливой и в случае, если Л - векторное

пространство над полем С комплексных чисел. Учитывая, что JR можно

считать содержащимся в£ , с пространством над нолем (L свя¬

жем пространство (Х1Р) над полем JZ~9 в котором групповую

операцию сложения оставим прежней, а в качестве операции умножения на

скаляр возьмем сужение на Л?*.Х соответствующей операции в (ХЛ).
Пусть / - комплекснозначный линейный функционал на Он

определяет линейный функционал у i jc.t-*-Pe$Gx) на пространстве

(X7JR). Оказывается, функционал / можно однозначно восстановить

по (р «

ЛЕММА I. Пусть линейный функционал на Существует

единственный линейный функционал / на(Л,£) такой, что

^ НеJ(x) (хеХ).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Исходя из if , определим на (~Х7£) функционал

j соотношением

/• *-*■ <fCx) -

L С .

Для доказательства его линейности достаточно отметить

справедливость следующего равенства:

^с)** *f(=i(¥(<*)~с<Р(£&)) - lJ(jc) .

ЛЕММА 2. Пусть / - линейный функционал и />- полунор¬

ма на этом пространстве. Тогда jf(jo)j^p(jc)(jce\X) в том и только

в том случае, если cf(jo)^j>Or) (\хеХ).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В одну сторону утверждение леммы очевидно.

Обратно, предположим, что tf(jc)^f>Cx) и рассмотрим значение

/ на некотором элементе jceJ( . Если J(jc) = 0, результат леммы вновь

очевиден, поэтому предположим, что -fCx)pО. Обозначим . То-

Jc»
гда //^/-^/{Сг^т.е. значения 6$(*)=;-f(Gjc) вещественны, тем

самым ]£(x)l=f(6JC)=(p(&x).Из данного в условии леммы неравенства

получаем
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IJ(x)hS(Ojc) - 4>(6jc)6p(Gr) = !&!р(,т)?
й остается лишь заметить, что IG!=X. *

Следующий факт, как и теорема 2, носит название теоремы

Банаха о распространении линейного функционала. Эти теоремы
разнятся тем% что теорема 2 имеет место в случае векторного

пространства над полем J? вещественных чисел, тогда как следующая

теорема справедлива также и в случае, если рассматривается

векторное пространство над полем комплексных чисел.

ТЕОРЕМА 3 (3.6). Пусть X ~ векторное пространство, над

полем Я вещественных или комплексных чисел, Х0-
подпространство вХ. Предположим, что наЛ'0 задан линейный

функционал^ , а на X - полунорма р „ такие, что

!Л СХ)Ы р(л) (*хг£Х0) .

Тогда существует линейным функционал £ , определенный
на всемХ , служащий распространением функционала J^0 и

такой, что

Iffa) №/>(*) ( are X).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если X - векторное пространство над полемJP,

тогда результат теоремы очевидным образом следует из теоремы 2.

Ограничимся поэтому рассмотрением' того случая, когда X -

векторное пространство над полем С комплексных чисел. Определим,
на (Х0, В) линейный функционал tp * £ef0. В силу леммы 2 имеем

1<Ро(х)1£р£х),'*еи б°лее %(х)^рсх). Согласно теореме 2 существует

вещественный линейный функционал if , определенный на (X, 1Я)7
являющийся распространением % и такой, что

^(jc)^p(xj^ceX)fi'°спользовавшись леммой 1, построим по (f функционалу на(Х7С) и

докажем, что / есть распространение Действительно, если jr.eXotf
то ь31€,Х0я) и

J(x)- (f(jc) -i(р(гjc) = (fa (х)
- z %(z^) ~Jh 0е) -

Кроме того, в силу леммы 2 имееи

так что - требуемый функционал, и доказательство теоремы

завершено.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть X - векторное пространство над полем Я и

р- полунорма на X . Для любого элемента X' существует

такой линейный функционал £ , чтоfCoQsp(ar0) и IfOdkpCx) для

всех.гб’Х.
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Действительно, рассмотрим векторное подпространствоХс=
(Ль£)ъХ и определим яа Х0 линейный функционал^, полагая

£(Я&о)*Л'1>(Хо)Поскольку для имеем /££х))=!Alf>(<x0) =

согласно теореме Банаха

существует линейный функционал у наХ , служащий
распространением и удовлетворяющий соотношению IJfacjfefCx) (хеХ).Осталось
заметить, чтоJfab)**/>£г0)9я следствие доказано.

§ 4. Топологические векторные пространства

■4.1. Рассмотрим векторное пространство X над полем Р , где

Л - по-прежнему одно из множеств J? или С . Предположим, что

яа Л задана топология г . Снабдим множества X *Х и £*Х

топологией произведения, где берется со "стандартной”
топологией. В этой ситуации топология т называется линейной

(или согласованной со структурой векторного пространства), если

операции суммы (зс,у) и умножения яа скаляр (ы.,ся:)н»-<<*х

непрерывны. Упорядоченная пара (Х-,Т), в которой Г- линейная

топология, называется тойологическим вектор-

ным пространством+^.
Как и прежде, допуская вольность речи и опуская явное

указание топологии т , мы нередко будем говорить о топологическом

векторном пространстве X *

Рассмотрим топологическое векторное пространством* и

векторное подпространство ХсвХ . Операции сложения и умножения на

скаляр в подпространстве Х0 непрерывны относительно

индуцированных из X *Х и -£*Х топологий на J(cx Х0ъ J?^X0 (см. П

(5.2.4)), так что линейная топология на X индуцирует на

векторное подпространство Х0 линейную топологию. Векторное

подпространство Х0 о индуцированной из X топологией называется

подпространством топологического векторного

пространства X .

Приведем несколько несложных фактов1, вытекающих

непосредственно из условий согласования топологической и векторной

структур в X •
•

I. Пусть *г0- произвольный элемент топологического векторно-

+) Иногда используют термин "линейное

топологическое пространств о".
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го пространства.X . Тогда с д в ш v : & t-*-&*+■&№ *Т0-

гомеоморфизм X на себя* В частность гем z&e *r0 t z&£ ,

П. Для каждого ненулевого ы. ejg г о м от ег'й я ^ и^с

- гомеоморфизм пространства, X на себя. В частности,

если Us- окрестность некоторой точки • то d,&0» окрестность
ТОЧКИ сСХ*

Результаты первых предложений следуют непосредственно аз

определений и предложения ill (5*2.,4) с

Из предложения I следует, что линейная топология тХ

полностью определяется заданием фильтра (или базиса фильтра)
окрестностей какой-либо фиксированной точку, Обычно в качестве

такой точки берут (В) , в связи с чел? уместно ввести, особое

обозначение для фильтра окрестностей нуля* Этот фильтр мы будем
обозначать просто через W , оцуская индекс § *

Ш. В топологическом векторном пространстве фильтр
окрестностей нуля состоит из поглощающих множеств.

Действительно, фиксируем jceX и, используя непрерывность
отображения d /— oux: в точке ol.~q , по произвольной
окрестности tie <20 найдем z>0 такое, что <^-x.eU для dteJZ , у которых

Отсюда згеjdU? если )р}> г~{, т.е* #- поглощающее

множество*

1У* Для любой окрестности tteW найдется VeW ?шсая, что

У+V<=. zl.

В самом деле, так как отображение непрерывно,
в точкеможно указать окрестности \£. "нуля такие, что

y^V^cz и. Система W фильтруется по убыванию, поэтому9 взяв

V так, что Va V/П \£,имеем WVcy^ Vocz и7 что и требовалось.
У. Для любой окрестности (jL£20 я натурального найдется

VeW такая, что V+v*...+Vc:U,7где в сумме участвует го слаггь

емых.

Действительно, если п,~£к(ке сформулированный факт
легко получить, применяя принцип индукции и предложение 1У*

Пусть теперь го- натуральное число, не являющееся степенью

двойки. Возьмем теЖ так, что и наДдем Ve W
9
для которой

V* У - Ясли jce у+ V+ ..
* V, т. е. если jc*

^
/гГ

где «2*,^,..., У, то .поскольку (2>еУ , ал: можно предс-тавить

в виде лг = ^+'Х.,+Ф.+(1кв правой части Ит слагаемых),
получаем , чтоже V+ V+... + Y , откуда /У^У>,..* ус:у*у+ * Ус: г/.

*"
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что в требовалось.
У1« В топологическом векторной пространстве X существует

базис фильтра 20, состоящий яз уравновешенных множеств.

Действительно, пусть произвольная окрестность нуля вХ*

Используй непрерывность отображения (ос,.<х)м* dor в точке (о7®\
найдем окрестность VeW и число г>£> такие, что^Усг^ для всехос ,

у которых fciUZ. Отсюда zVa рх/, для /9 таких, что //3/>-/.,
следовательно, £Vc:WW^ Р'У? я так как bYe2D7^о также окрест-

ность нуля. Покажем, что W - уравновешенное множёство. Пусть
.яге V/ и 0*i%l4£. По определению W точка «дс. входит в ^It для

всех f> , у которых //3/-> тЛе* Л-осеj&j> . откуда

Л^сеП WР так что W- уравновешенная окрестность нуля,

содержащаяся в

Из непрерывности векторных операций, учитывая предложение У

(5*2*4), получаем
УП. Если (^} (*?€&) ~ фильтрующиеся семейства

элементов лаз X такие* что
> ЪоС?р

" произвольные

.скаляры, то ~>~aC&

Исходя из того9 что каждую точку замыкания множества в X

можно реализовать как предел сходящегося-семейства элементов данного

множества (см, предложение Ш (5.2.3)), и привлекая определение

/-множества, нетрудно убедиться в справедливости следующего факта.
УШ* Замыкание JZ произвольного .Г-множества Ш в

топологическом векторном пространстве X также является Г'-множеством.

.Линейная топология на векторном пространстве может оказаться

неотделимой. Посмотрим, как отделимость топологического

векторного пространства X может быть сформулирована в терминах фильтра

окрестностей нуля.

IX, Замыкание хо- (dPj линейно и совпадает с множествоы^П^^,
Топологическое векторное пространство X отделимо в том и только

в то^ сдучае, еслз Хс~ {&}•
Линейность Хю следует непосредственно из предложения УШ.

Пусть чХёП U. Возьмем окрестность VeW. Так как V- также

окрестность нуля,, то jeeO-V), или-oZeV. А тогда @=jc+(-x)eactV9
следовательно, хеХ0-

Обратно, если joe П U? то существует замкнутая окрестность

VeW такая, что jcffy , а это означает, что^сеХ0>
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Есдш X отделимо, то Х0~ (&1 (а*. цункт 5,1,:.;^ Об¬

ратно, если jc0-(®} и 2/^.- фильтр окрестностей некоторой тсикв

тогда ч*о X отдедвко.

Оказывается, свойства линейной топологий .ваХ *

установленные в предложениях I, Ш, 1У, У1 ? являются хдрактерйстги"члшми *

Точнее, имеет место следующий факт*
ТЕОРЕМА I (4*6)* Пусть Й? - фильтр множеств в векторном

пространстве Л $ удовлетворявши условиям:

1) для любого V€ <W найдется ZltW такое, что &,+(сс.У;
2) всякое множество W*; $7 поглощающееi

3) существует базис фильтра. ?/), состоящей из уравно-

вешенных множеств*

Тогда отображение г; & г- %}, где a:. + $0*{&i W:U± *W}?
является линейной топологией на X При этом фильтр
окрестностей нуля совпадает о%0 .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего докажем, что Г- топология.

Так как <i0 = жtW, очевидно, является фильтром и jceW для

любого We^ в силу условия 2, то отображение Г -

предтопология*Убедимся в существовании фундаментальной системы открытых

окрестностей ,каждой точки <хеХ . Для этого достаточно показать, что

внутренность V° любой окрестности V точки ясеХ- также окрестность

точки х . Имея в виду определение предтопологии т , достаточно

ограничиться рассмотрением окрестностей точки (В)еХ. йустъ УеШ

Исходя из условия I, найдем XleW такое, что для jcett'имеет

место включение jz+i/cZl+c&cV. Так как каждая точка входит в

V вместе с окрестностью jctU, то ^ - внутренняя точка

множества V , а поскольку внутренность Vеесть совокупность всех

внутренних точек из V , то г1ау?Так как W - фильтр и Не 20, то
У°е W. Итак, Z - топология.

Убедимся в непрерывности векторных операций. Пусть гс0, уо
-

данные точки из X и W - произвольная окрестность точки jc0i-y0.
Так как W^x0ttf0+V, где Ve%?9 и, согласно условию I, найдется

lietO, .для которой UtU/c-y^ то

JCo + Vo t X//tW= Us)i-cV*+l£)c«r<> f Уо + Vo W,
что и означает непрерывность операции сложения {я, у) у

в

пространстве X .

Из первого условия теоремы, рассуждая так же, как при

доказательстве предложения У, можно вывести, что для любых

131



nes7b найдемся множества UeW такое, что l&aW. В част¬

ности, если 'Vef/I ® А - некотошй скаляр, то можно указать^#'?

дня которой jlZ£,c.V. Действительна, выберем натуральное /ь так, -

что /Я! <' fb? и найдем уравновешенное Ие20> удовлетворяющее
условию Z£s+C6t'.- + ZC<c:V. Тогда

А'(1~ t£ Jc: fiZ/sG. ZL -*Z6+%. + ZCc. V7
так что ZO- требуемая окрестность*

Приступим теперь к доказательству непрерывности операции

умножения на скаляр. Пусть A(fjQT<oc0eX фиксированы и V- некоторая

окрестность нуля в топологии г. Найдем z£eW* для которой U+tLfttz-
<= V. В силу условия 3 окрестность № можно считать

уравновешенной. Представим разность Азс.-Л0Хо в виде

Лл-Лол.* ЪСх~Яо)*-СХ-Яо)ао + (А-ЯоУО>с-4ь)■
Найдем WeЙ?, обладающую свойством Я^УГс-У.Из второго условия

теоремы следует, что найдется такое 6 >о, что (Я при всех

которых }Я-Я01*ё. Можно считать £^/. Поскольку го-

.уравновешенное множество, а .1Я-Я*Ш,ы '(A-Xo)(jc-jco) е П.7 еслй

только зс~зсае U. Итак, мы показали, что для ЛеЛ^зсеХ)
удовлетворяющих соотношениям 1Я~Я01££, «дг0бг^имеет место включение

Лх-Я0^0е zc + U- У, которое и убеждает нас в непрерывности опе¬

рации умножения на скаляр. Теорема полностью доказана.

ЗАМЕЧАНИЕ» Если на векторном пространстве X заранее задана

топология т я мы хотим выяснить, является ли она линейной, то

для этого можно воспользоваться доказанной теоремой - мы должка

предварительно проверить инвариантность z относительно сдвигов.,

т.е, проверять, можно ли фильтр окрестностей точки jxt

получить как *2Д?ш если это так, то Далее должна уже следовать

проверка выполнения условий теоремы, где роль б№ играет фильтр

окрестностей нуля пространства (X,?)-
УШ„ Пусть р ~~ множество линейных топологий наХ . Тогда

топология также линейна.

Отметим^прежде всего,, что, в силу теоремы I (4.5),точная

верхняя граница существует* каково бы ни было <£ . Докажем ее

линейность. Убедимся сначала в том, что результат предложения справедг

лив, если £ ~ конечно, Пусть^fc,2*,(леЖ) и Ие'Ю.

Согласно строению топологияг^^^,,(см. замечание 2 к

теореме *£ (4.5)), фильтр окрестностей точки ^ в топологии С



порожден фильтрующейся по убыванию совокупностью 9 состоящей

'аз всевозможных множеств вида V, п VA /у.., п V/b , где Vy принадлежат
~ фильтру окрестностей точки jc в топологии

Исходя из сказанного, найдем окрестности а^9 точки & соот¬

ветственно в топологиях ^,ТЛу.„уТ,ъ такие, что rJ± mfz п.„. пl/rt<=~ г?.
Тогда, в силу линейности топологий тъ)9 имеем

& (10т«(*=■/<^откуда
-Dt-t % п #£/?... OZ/fi-(*T+ 2/ж)П('Х+2/&)П.„ п СсХ+ 7/л)£ Wj)c ?

а поскольку г/£п&&п...пг/дсачг^то и <зс+г/е%0Х' Итак,

инвариантность топологий относительно сдвигов установлена.

Привлекая определение базиса фильтра -5^., сравнительно
просто проверить все три условия теоремы I* Мы остановимся лишь

на проверке первого из них, остальные два доказываются аналогично.

Пусть V - произвольная окрестность нуля в топологии tr. Найдем

Ук еУД7*(х п)такие, что^/7 \^<=V. В силу линейности

топологий и результата предложения 1У найдутся такие, что

Щ+Мк*1 Ук. Обозначив > получаем, что с одной стороны

U/CiQ, а с другой Z6+ W<=■ rf^(aKtц^)аугч^ и требовалось,

� Пусть теперь £ - произвольное множество линейных топологий

на.Х * Обозначим через, jg множество топологий на_Х , состоящее

из точных верхних границ всевозможных конечных подмножеств

множества лГ* Как было установлено, совокупность^ так же, как и^Г,
состоит из линейных топологий.,Осталось лишь отметить.,, что,

согласно замечанию 2 к теореме I (4.5), (<х>еХ), и провер¬

ка линейности топологии V и выполнения всех условий теоремы
I'становится настолько простой, что мы предоставляем читателю

возможность проделать это самостоятельно*

4*2. Присутствие в X топологии, согласованной со структурой

векторного пространства, позволяет некоторым регулярным способом,
задавать на X равномерную структуру.

Пусть (X;z) - топологическое векторное пространство* С каждой

окрестностью нуля U пространства X свяжем подмножество в

Л^вида ((сХ,у)еХя:Очевидно, что диагональ А

для каждой окрестности Ие20 - &слй 10- уравновешенная
окрестность нуля вХ , то вместе с точкой ж-у в zt входит и точка

у- sa. Отсюда следует, что WU*=W#? в случае уравновешенного^.
Отметим еще, что если СС^УеЯ? и ZC^ V, то Из этого со¬
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отношения й свойства ^ фильтроваться по убыванию следует» что

[И<u}(UeZ?) также фильтруется по убыванию*

Покажем, что Wu о самом деле, пусть W-Tg-

гда найдется элемент уеХ такой, что y)eWu,(y,z)e Wu, или

jc~yeU, y-zetf, откуда (jc-y)+(y-z)=:jc,-2€t/+Usf следовательно,

(X>2)£Wx+u.
Для произвольной акрестности tteW найдем такое, что

Тогда, по доказанному, Щ/f1 Wu. Последним
соотношением завершена проверка того, что фильтрующаяся по

убыванию совокупность {Wu}(t/effl) удовлетворяет ^юем. условиям

определения равномерности на X , так что {W#)(ZleWy
равномерность наХ * Заметим, что, как следует непосредственно из

определения^, топология Т(Ш) равномерности 7$ совпадает с

заданной линейной топологией Г на! . Равномерность^? называют

(стандартной) равномерностью топологического векторного

пространства (Х,Т). Если не оговорено противоположного, с топологическим

векторным пространством связывается стандартная равномерность.

Таким образом, в рамках топологических векторных пространств

можно говорить о всех понятиях и фактах, возникающих при

рассмотрении равномерных пространств. В частности, топологическое

векторное пространство всегда Т$~ пространство, а если топология

Т отделима, то (Х)Т)~ вполне регулярное пространство.

Учитывая, что -пространство является также и Т5
-пространством (см. пункт У.3*3 . ), и привлекая предложение У из пункта У

(1.8), можно заключить о справедливости, следующего факта.
I. В топологическом векторном пространстве фильтр W

обладает базисом, состоящим из замкнутых множеств.

4.3. Пусть (X,z) (%<5) - топологические векторные

пространства и J?;X—Y. Естественно, что наиболее подробную информацию
мы можем получить о таких отображениях J7 , которые согласованы

со структурами топологического и векторного пространств

одновременно. В этом пункте будут установлены лишь элементарные

свойства такого рода отображений.

Предположим, что >f7Y - векторные пространства над одним

полем скаляров . и Т, 6 - линейные топологии HaA^Y #

соответственно. Линейное отображение<Л-'Х-+' ^ непрерывное относительно

топологий 2", <5% называют линейным

непрерывным оператором, действующим из X в Y . Область
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определения всегда линейное множество в векторном
пространстве X . Учитывая еще .и результат предложения II (5.2*4.) г ш бу*
дем считать отображение./ заданным на всем X . Лишь отступления
от этого правила будут отмечены. Множество всех линейных

непрерывных операторов, определенных на X и действующих вУ * будем
обозначать символом ХС

Оказывается, при проверке непрерывности.линейного оператора

достаточно проверять это свойство лишь в какой-либо одной точке

из X . Как правило, в качестве такой точки выбирают нулевой
элемент векторного пространствах*

I. Линейное отображение <J:X^Y непрерывно на X в том и

только в tow случае, если оно непрерывно в точке ОеХ *

Если Jf непрерывно наХ , то* в частности^ непрерывно и в

точке ФеХ.

Обратно, предположим, что линейное отображение^- непрерывно

в точке 0еХ 9 и рассмотрим некоторый ненулевой элемент jceX.

Пусть какая-либо окрестность точки у-<Л£х). Поскольку
Л непрерывно в нуле, найдется окрестность нуля V в X такая,

4TQjffVj^W4 Тогда для элементов е <8С*У имеем

Л(<х+ tr) - JC<z) +JL (&)=* у+Л(&)е У* W,
откуда Л far-t У]с V+W, что и означает непрерывность^ в точке

jceX. д-

Пусть Л& (X, Y) и
ос{ Jdej?. Рассмотрим отображение

Лл +/Ъ л& 1 ОС f—oijfjr (ос) +pAg, (х).
Из согласования топологии на Y со структурой векторного

пространства и непрерывности суперпозиции следует, что отображение^7
непрерывно в нуле* Только что доказанный -факт позволяет

заключить о непрерывности Л на всемХ . Тадкм образом, ли¬

нейное множество в векторном пространстве М(Х, У^всех линейных

отображений, переводящих^' в У, следовательно, само является

векторным пространством с

Множество Е топологического векторного пространства Y

называется ограниченным, если Е поглощается каждой ,

окрестностью нуля в У . Отображение Л> Х-*- Y называется

ограниченным, если образ Jl[Д/ каждого ограниченного

множества 3 в X представляет собой ограниченное множество в Y.

П. Линейный непрерывный оператор J?£j£(X7Y) ограничен.

В самом деле, цусть <W9 Ш- фильтры окрестностей нуля в

пространствах X,Y,
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соответственно и где 3 - ограниченное множество в.По¬

кажем, что JL поглощается какой угодно окрестностью We d7D,V\3
непрерывности J *

следует существование такой Уе (Ю7 что [V]<=^ W
Так как В ограничено, найдется £>о -такое, что <*lJ}c=V при всех

cL£Ji, у которых Ic/lUS. Тогда [31-J[<l£]^J?[V]c.'VJ'№R тех

же<^.£-Х?, следовательно,^? поглощается окрестностью W,

тем-самым представляет собой ограниченное множество в Y*

Следует иметь в виду, что не всякое линейное ограниченное

отображение непрерывно,
Ш, Линейный непрерывный оператор qje dC.(X, Y) разиом ерно

непрерывен.

Действительно, пусть УeTW и WV={(CC, V-)£ Y~1 u-ifbV}-
окружение диагонали в У1, порожденное окрестностью V . Поскольку Л

непрерывен, найдется окрестность (LeW такая, что JУ. Для
точек

у)е Wu, т.е; таких, что <&, у^-Х, зс-уеУ", имеем J(x-y)e~Ny
ъшЛ(я)-Жу)€У{у.Последнее соотношение показывает, что (А(х) 9

АСрУ: ’Ну , откуда и следует равномерная непрерывность

оператора^.
Рассмотрим совокупность У-* всех отображений топологического

векторного пространства X в топологическое векторное

пространство" V и .снабдим Y^Y сильной равномерностью Щ «

1У. Множество X (XjY)'замкну то в Yx в топологии,

ассоциированной с равномерностью <5^ на У*

Б самом деле, пусть (*//£ }($*£)- фильтрующееся семейство

элементов множества У), сходящееся x<JeYx. Из следствия к тео¬

реме 4 (7,5) следует, что о/ непрерывно, а из предложения УП (4*1)

вытекает линейность отображения^ . Таким образом, Jrе^-,У)}чеи
и установлена замкнутость oC(X,Y) в Y-*

СЛЕДСТВИЕ. Если У - полное пространство, то <££Х7 Y) также

полно в равномерности, индуцированной сильной равномерностью на Y*.
Для доказательства достаточно сослаться на предложения 1У и Ш

(У.8Л).
*

Пусть X - топологическое векторное пространство и Хс~ его

подпространство. Если проектор Р на Х0 непрерывен, тогда

говорят, что X есть топологическая сумма

подпространств Хс=*Хри xQ , где Q=1~P ,

'

Необходи¬

мым, но не достаточным условием непрерывности проектора

является замкнутость подпространстваХр. Подробное обсуждение условий,
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гарантирующих непрерывность проектора, опирается на технику и

факты, не представленные в настоящем тексте,

4.4, Пусть _X,Y - векторные пространства над одням полем

скаляров J? и <J£L(XjY)~ линейный оператор.

I. Предположим, что на У задана линейная топология 6 и

оператор J- определен на всем -X . Тогда на X существует линейная

топология Т слабейшая из топологий на X , относительно

которых оператор J непрерывен.
Обозначим через М фильтр окрестностей нуля в топологии 6

и рассмотрим фильтрующуюся по убыванию

совокупность^'^7ЮУ.Убедимся в том, что фильтрW^Л~и<7Ю>удовлетворяет условиям

теоремы I (4.6).

Пусть VeWn ZC~J~J[y/](We 7Ю) содержится в У . Найдем

такую окрестность W^eTW, что W, Тогда<J~d[И
W]= z/c: V7 так что первое условие теоремы I

(4.6) выполнено.

Возьмем множество [WjeW и точкуjceX. Обозначим

y-J(x) и найдем такое £>С? что otyeW для всех , у

которых М/^<5, Тогда .для тех же oL имеем cL<&£lC?следовательно, ££-

поглощающее множество.

Аналогично проверяется и существование базиса фильтра^,
состоящего из уравновешенных множеств. Таким образом, отображение

Zjc+ 2С ~ линейная топология на X , которая, как нетрудно

понять, самая слабая из линейных топологий на X ,

обеспечивающих непрерывность оператора*/.
Аналогично тому, как было доказано предложение I, можно

показать справедливость и такого факта.
П. Предположим, что на X задана линейная топологияД и

оператор^ действует на все У . Тогда на У существует линейная

топологияуС/ , сильнейшая из топологий, обеспечивающих

непрерывность оператора./.
Понятно, что фильтр окрестностей нуля в топологии JU

порожден фильтрующейся по убыванию совокупностьЮе/<^>7где через

%) обозначен фильтр окрестностей нуля в топологии^.
ЗАМЕЧАНИЕ. Сам факт переноса топологии с одного из

рассмотренных векторных пространств на другое с помощью отображения Л

следует из результатов пункта У.4.2, так что в предложениях I,

И на самом деле говорится о том, что топология, полученная пе-
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реносом линейной топологии с помощью линейного оператора,

также линейна.

Применим предложение И для задания топологии в

фактор-пространстве векторного пространства.

Пусть X - векторное пространство над полем J? и Ха- его

подпространство. Обозначим, как и прежде, через Х/Х0 фактор-
пространство X по Х0 и через </>; Л-*- X/%

“ канонический го- •

моморфизм. Предположим, что на X задана линейная топология т.

Воспользовавшись предложением П, определим на Х/Хс линейную
топологию т/хо “ сильнейшую из топологий на Х/х0 ?

относительно которых канонический гомоморфизм if непрерывен. Эта топология

называется фактор-топологией на Л /Х& Базис

фильтра окрестностей нуля в фактор-топологии образуют множества

вида tf[-а] (г/€$0) ь

Оказывается, канонический гомоморфизм if относительно фактор-
топологии обладает, кроме непрерывности, еще некоторой

квалификацией, отраженной в следующем предложении.

Ш. Образ открытого множества при отображении tf''(XfT)—(X/x0pZj^
открыт.

Действительно, пусть &eOf(Xfi:). и G0-<f[G]. Возыием f^rje (jc и

покажем , что [л] лежит в оо вместе с некоторой окрестностью.
Обозначим через л такой элемент из & , что [x]=cf(x). Поскольку
& открыто, найдется ZLeW, для которой x+UcG. Но тогда (ffxj-h
+ (f[U]= осталось лишь заметить, что </>[%]£

£^,где^- фильтр окрестностей нуля в пространстве (Х/Х0,Т/ХО).
Рассмотрим топологическое векторное пространство (У,ft) с тем

же полем скаляров J? , что и yJC , и линейный оператор J!eL(X^)-
Предположим, что существует снижениеь^х0:^/Х^У оператора^/ на

фактор-пространство Х/Х0.
1У. Оператор о^хо непрерывен в том и только в том случае,

если непрерывен оператор JI.
Б самом деле, поскольку Jt=J^° (f,то из непрерывности Jx

следует непрерывность оператора Jf как суперпозиции непрерывных

операторов (см. предложение 1У (У.5.2)).

Предположим теперь, что Jf непрерывен. Возьмем произвольную

окрестность нуля W в пространстве Y • Б силу непрерывности^
найдется такая окрестность Не 9

что <J[lf]c- W. Тогда Jx0[¥6/i]‘
=Jf[tt]^ W , и, поскольку </[#]- окрестность н.уля в Х/х0 то
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непрерывен.

Отделимость фактор-пространства зависит от свойств

множества Х0.
У. Фактор-топология т/хв отделима в том и только в том случае,

если Хо замкнуто в X .

Действительно, если т/х0 отделима, то всякое одноточечное

множество в Х/х0 замкнуто (см. предложение I (У.3.1)). В частности,

множество, состоящее из нулевого элемента* замкнуто в Х/хбк то-

гда Хс^ замкну то в X как прообраз замкнутого множеству
при непрерывном отображении (см. теорему I (5.5)).

Обратно, пусть Х0 замкну то в X и М- ненулевой элемент в

Х/Х0 • Возьмем лe[xj.Тогда Г^1=^^Х0.Так как класс

Гог7 не пересекается с_Х0, следовательно, jceX .
В силу замкну тос4-

тя Х0 найдется уравновешенная окрестность V^ZO такая, что

(jci-V)nXo-0 что [x]ef[V]. Действительно,, предположим,

что gzJeiffyJIlyc'Sb u.gX~ такой элемент, что [х]- '(<*). Тогда
x-iteXo . Но поскольку V- уравновешенное множество, то

вместе с и в У входит и элемент -ю. Следовательно,«г~itejc + У, а.

это противоречит соотношению (jc+ 19/bY0=^.Предложение доказано.

§ 5. Локально выцуклые пространства

Среди всех топологических векторных пространств особую роль

играют так называемые локально выпуклые пространства. Их

значение объясняется в основном тем, что в таких пространствах

предполагается существование в известной мере обширного набора

выпуклых окрестностей нуля, а с последним обстоятельством тесно

связано количество" линейных непрерывных функционалов на данном

топологическом векторном пространстве. Разговор же о

функциональном анализе содержателен, пожалуй, лишь в том случае, если на

рассматриваемом топологическом векторном пространстве определен

хотя бы один ненулевой линейннй непрерывный функционал.

5.1. Линейная топология 'гг на векторном пространстве X

называется локально выпуклой, если фильтр 20

окрестностей нуля в этой топологии имеет базис, состоящий из

абсолютно выпуклых множеств. Топологическое векторное пространство,

топология которого локально выпукла, называется локально

выпуклым*

Если X - топологическое векторное пространство над полем JR
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вещественных чисел, то для локальной выцуклости можно требовать

лишь наличия-базиса фильтра окрестностей нуля, состоящего из

выпуклых (необязательно абсолютно) множеств. Действительно, если

У- выпуклая окрестность нуля, то-V - также выпуклая

окрестность нуля, а тогда Vo(-V) является уже абсолютно выпуклой

окрестностью нуля, содержащейся вУ.

Из определений индуцированной топологии следует, что

подпространство локально выпуклого пространства
- локально выпукло.

Фактор-топология в фактор-пространстве Х/ха локально

выпуклого пространства X оказывается также локально выпуклой.
Чтобы убедиться в этом, достаточно вспомнить, что множества

if[if], где {JetDi образуют базис фильтра окрестностей нуля в

топологии и заметить, что если ZO абсолютно выпуклое мно¬

жество, то его образ ^[К] при линейном отображении./7 на Х/хс
сохранит указанные свойства.

I. Пусть £ - произвольное множество локально выпуклых

топологий ваХ . Тогда топология se/p£ локально выпукла.

Отметим прежде всего, что, согласно предложению УШ

(4.1),топология ju=sup£ линейна.

Рассм отрим сначала случай, когда £ конечн о. Пу с ть£= (£}, ,...

В этой ситуации фильтр $])£ окрестностей

точкипорожден фильтрующейся по убыванию совокупностью множеств вида

Vk, где ,к'-/Так как каждая из тополо¬

гий ZK (ж-1</I) локально выцукла, то YK можно считать

абсолютно выпуклым (иначе мы заменим данные окрестности на

содержащиеся в них абсолютно выпуклые). Пересечение УхпУ^п...п^гь
абсолютно выпуклых множеств Vt,Vp,-,Vn также абсолютно выпукло,

тем самым fu имеет базис, состоящий из абсолютно выпуклых

множеств.

Если £ - произвольное множество локально выпуклых топологий

на X ,^то, в силу замечания 2 к теореме I (1.5), имеем

где £- множество топологий на.Х , состоящее из точных верхних

границ всевозможных конечных подмножеств множества £ . Но, как

было показано., все топологии в множестве £ локально выпуклы,

откуда очевидным образом следует, что также локаль¬

но выпукла.

П. Функционал Минковского всякой выпуклой окрестности нуля
топологического векторного пространства X непрерывен.
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Действительно, пусть У- выпуклая окрестность нуля в

пространстве X и р
- функционал Минковского множества V .

Используя свойство субаддитивности функционала р , для любых jc, уеХ
имеем а

р(рф*р(х-у), Р(у) &Р (а) +р(у-х),
откуда

!Р(Х)- Р(у) I £ ЛОХ(р(х-у), P(f-X)).
Если теперь <5 - некоторое положительное число, а «ж -

фиксированный элемент из X , то,взяв уех + 6(Уп (- V)) ,
имеем у-хебУ,

tf-jr€-6V, а поскольку £Vo [р* 6J ,
то р(у^)^6Р pCx-yj^e'

так что и гло<х(р(л-у)? p(y-x))i£ Следовательно, / р(у)~р(зс) &
для любого уе*х ^£(Vn(- V)), что и означает непрерывность

функционала р .

Рассмотри абсолютно выпуклое поглощающее множество С в

векторном пространстве JC .■ Обозначим через *20 фильтр, порожденный

фильтрующейся по убыванию системой множеств {ьС:г>о}вХ •

Каждое множество ъС(z> OJ - поглощающее и уравновешенное,

следовательно , фильтр^? обладает базисом из поглощающих уравновешен--

ных множеств. Далее, если VeW и ъС таково, что zCa V,to,
обозначив 16=~£7получт UL+U<=-V, Итак, мы убедились в том,что

фильтр tO удовлетворяет всем условиям теоремы I (4*6), так что

Тс ffl(jeeX) линейная топология наХ, очевидно, ло¬

кально выпуклая. Множество'С служит окрестностью нуля в

топологии Тс , и понятно, что /Сс- слабейшая цз линейных топологий,

обладающих этим свойством. Таким образом, яawи доказано

предложение

Ш. Для каждого абсолютно выпуклого поглощающего множества С

в векторном пространстве X существует слабейшая из линейннх

топологий наХ # в которых С является окрестностью нуля. Эта

топология, обозначаемая через Тс , локально выпукла, и фильтр W

окрестностей нуля в ней порожден системой множеств [ъС: г >0/.
Заметим, кстати, что функционал Минковского рс множества £

представляет собой непрерывную в топологии Тс полунорму наХ *

Понятно, что если р - какая-либо полунорма наX , то локально

выпуклая топология Тс, где £р< fjczCa ,суть слабейшая из

линейных топологий, обеспечивающих непрерывность р • Фильтр

окрестностей нуля в этой топологии порожден системой 3^ шаров,

отвечающих полунорме р .
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1У. Пусть ОС- заданная совокупность абсолютно выпуклых

поглощающих множеств векторного пространства X • Среди
всевозможных линейных топологий, в кавдой из которых все множества

совокупности 00 являются окрестностями нуля, существует слабейшая.

Эта топология локально выпукла.
_ /\ А

В самом деле, определим *С как z = sup ъс .
Из предложения I

следует локальная выпуклость т . Если теперь Т - некоторая

топология, удовлетворяющая условиям предложения, то, как следует

из определения Тс f имеем Т' ^ ТСу так что saPT£t
Предложение доказано.

се ос

Из определения топологии следует, что фильтр ок¬

рестностей нуля в этой топологии порожден фильтрующейся го

убыванию системой всевозможных конечных пересечений

{гх Ct(\ztCtn... п гдСЛ} (г,,г£,.„ гЛ>0, СХ,СЛ,..., СпеЛ).

Принимая во внимание, что

z(Cjf> СцП...пСл)= zCxn zC^n.-.mC^ZjCxO г&Сгп....п?л
где О <'t<nun(zt^2&t получаем, что фильтрующаяся по

убыванию совокупность

{гС^п ^£,n...h j- (z>0,Ck£01, к = п)
/Ч

также порождает фильтр окрестностей нуля в топологии Z .

Ясно, что функционал Минковского рс каждого множества CcCt

непрерывен.

Рассмотрим какую-либо совокупность дГС полунорм на векторном

пространстве X . Упорядоченная пара (Х> ffll) называется м у л ь-

тинормированным пространством, а

совокупность мультинорм ой наХ . Если тгс со¬

стоит из единственной нормы ,/> , тогда (Х,р) называется

нормированным пространством. В случае, когда

в WC входит счетное число норм 9 пространство (Х,Ш)
называют счетно-но'рмированны.м.

Если в предложении 1У в качестве системы ОО взять

совокупность множеств { (ре ?2Т),то слабейшая из линейных

топологий на X , в которых все множества данной совокупности являются

окрестностями нуля, обладает, очевидно# тем свойством, что она

слабейшая из линейных топологий наX , в которых все полунормы

из мультинорыы 7П непрерывны. Эта топология называется т о по-
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л о г и е й мультинормированного

пространства (X, Ш)1 или топологией,
ассоциированной с мультинормой WI , и обозначается,
как правило, через . Из замечаний к предложению 1У следует,
что фильтр окрестностей нуля в топологии мультинормированного

пространства (X, Же) порожден конечными пересечениями шаров

{&z^nSz^h...nS%>n’)j (г>0'р^р£^..,рпеШ)р^ечвхтх полунормам из

<№• Можно сказать также, что окрестность нуля в ^тг такое

множество V , что 3^nS^n... п V для некоторых z>0 я

Рп€ Ж - ЁСЛЙ мультинорма WK фи льтруется,

т.е. с каждым конечным подмножеством ffl/'cifflb вклшает

полунорму, мажорирующую все полунормы из множества т,'\ то, как

следует аз определений и предложения YI (ЗД)-, фильтр окрестностей
нуля в топологии мультинормированного пространства (Х97Ж)
обладает базисом, состоящим из множеств z,&tP)(z>0, ре ??Z).

Всякое локально выпуклое пространство X мультинор-

м и р у е м о, т.е, на X можно задать мультинорму так, что

топология соответствующего мультинормированного пространства

совпадет с исходной локально выпуклой топологией. В качестве такой

мультинормы можно взять, например, совокупность всех непрерывных

на X полунорм. Впредь, говоря-о мультиноре в локально

выпуклом пространстве, мы будем предполагать, что ассоциированная с

ней топология есть топология данного локально выпуклого

пространства.

Понятно, что если только X не сводится к единственному,

нулевому, элементу, то на X можно указать много мультинорм,

приводящих к одной и той же локально выпуклой топологии.

Пусть (Х,Ш)~ мультинормированное пространство и Х0~
подпространство векторного пространства X « Совокупность Ш0
сужений на Х0 полунорм из Ш называется сужением

мультинормы Ш на Х0, а пара СХ0,Ш^- подпро с.т

ранет в о ы мультинормированного

пространства^,, Ж). Нетрудно понять, что топология

пространства (Х0, ffl,0) совпадает с топологией, индуцированной на Хо
топологией пространства (X,ffl).Отсюда, в частности, следует, что на

подпространстве локально выпуклого пространства всегда есть

мультинорма, состоящая из полунорм, распространимся: до полунорм наХ

с сохранением непрерывности.
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Особо подчеркнем, что если пространство X - нормированное,

то среди непрерывных распространений на X нормы на Х0 есть

норма исходного пространства.

Исходя из связи мультинорьшрованных и локально выпуклых

пространств, в рамках теории мультинормированных пространств можно

говорить о топологических понятиях и фактах, имея в виду

соответствующее понятие или факт относительно ассоциированной с

данной мультинормой топологии. Например, можно говорить о замкнутых

и открытых множествах в мультинормированном пространстве, о

сходящихся семействах элементов мультинормированного пространства

и т.п., каждый раз подразумевая замкнутость или открытость

множеств или сходимость в топологии мультинормированного

пространства. Если мы говорим о каком-то топологическом свойстве

(например, отделимости) мультинормы, надо понимать это так, что

топология, ассоциированная с данной мультинормой, обладает этим

свойством.

Выясним, как в терминах мультинормы формулируются некоторые

определения и утверждения, связанные с локально выпуклыми

пространствами.

Пусть 711- мультинорма на векторном пространстве X и 'ZT -

ассоциированная с ней топология.

У. Пространство (Х7ддЪ) отделимо в том и только в-том

случае, если для любого ненулевого элемента можно указать

такую полунорму ре дП
9
что

Предположим, что Wt отделима. Tor;n;a^^
= } s гке% -

фильтр окрестностей нуля в топологии . Если хеХ таков, что

р(х) - С для любой р£дТ1? тогда входит в любую окрестность

нуля, следовательно, Ф,

Обратно, если для каждого ненулевого <х,&Х можно указать

такую реТУС- что р(х)>С9 тогда П откуда и вытекает

/ -чл peddft z>o
отделимость (X? Ш).

^

Пусть HTttiTTtg- мультинормы наХ . Говорят, что

мажорирует (и обозначают символом ЯК/
если для любой полунормы можно указать полунорму ре Я72Г/
такую, что^-^р .Если каждая из мультинорм мажорирует

+) Отметим, что отношение 'Ц
"

между мультинормами обладает,

очевидно, свойствами рефлексивности и транзитивности. Такого

рода отношение называют отношением предпорядка.
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другую, такие мультинорш называют © к н ш ь а л в в ? я ы к s

и обозначают через 'ддЪ^ 7ГС^ •

Привлекая предложения I (У.4Д) и У1 (ЗД), нетрудно убедить-'

ся в справе.длявостя следующего предложения,.

УП. Мультинорма ТГС^ мажорирует мультмяошу ЯП&ъ теш ш таль-

ко в том случае, если ассоциированная с Ж., топологвя сильнее

топологии, ассоциированной с •

СЛЕДСТВИЕ. Мультинормы 7Itif ^^эквивалентны в том и только

в том случае, если ассоциированные с ними топологии совпадают.

Укажем теперь, как в терминах мультинормы формулируются
сходимость и сходимость в себе семейств элементов из X.

УШ. Фильтрующееся семейство if : }($£ &) элементов m(X9VX)
схо.дится к точке aieX в том и только в том случае, если

для каждой полунормы реШ,.

IX. Сходимость в себе фильтрующегося семейства^
равносильна тому, что для любой полунормы реШ семейство ipC&^-JC?)}

сходится к нулю по фильтрующемуся вправо

множеству S^S, снабженному покоординатным отношением порядка.

Справедливость последних предложений следует непосредственно

из соответствующих определений.

X. Множество £<z.x ограничено в том и только в том случае,

если sup рГЕ]<+сю для любой полунормы ре dTt.

Действительно, пусть Е- ограниченное множество вХ . Тогда
найдется £>С такое, что tEc-V ? поэтому для &&Я имеем

p(£jc) ~£р(х)£1. Таким образом, Р(х)£ ± для зсеЕ , стало быть,

WPC£U£- f
Рассмотрим теперь окрестность zS< (р€*Ш, Z>0) и

докажем, что Е поглощается любой окрестностью такого вида.

Действительно, согласно условия предложения, Xs р[Е1< +<*>тогда

ъ^{р*Ц*я&сР, отсюда
—Ес. zSx>** учитывая, что z&£ -

абсолютно выпуклое множество, из предложения П (3.1) получаем, что

множество Z&± поглощает любую точцу множества Е .

Рассмотрим, кроме X , еще одно мультинормированное

пространство (Yjfflt'J и обозначим через ассоциированную с ТЖ'то¬

пологию на Y\ Пусть Jf - линейный оператор, переводящий X bY.

Х1У. Для непрерывности оператора (Х7 Tfi)-*
С*1)достаточно, а если 77Z, фильтруется, то и необходимо, чтобы для

любой полунормы fye7nf можно было указать полунорму peffiC и
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положительное вещественное число такие, что

<f.(JCx))£ Мр,^ р(х) (2)

для всех ясеХ.

В самом деле, пусть J/ непрерывен и ^ - произвольная

полунорма из ЯТС'. По окрестности 3/^ нуля в найдем

окрестность нуля Ue W в X такую, что . Так как Ш-

фильтруется, то найдется такая полунорма р из 7ft , что

для некоторого z>0., тем более J/[б^]с-J/[U]<^
Пусть <хе X . Рассмотрим сначала случай р(л)-0 .

Предположим, что <}(Л(х))=а,ФО * Тогда для шара найдется ок¬

рестность 1Ь нуля в X такая, что J(ci)e Q* , или

.4 для всех осе W . Поскольку р(х)~0, то <хeli-
, так

что с одной стороны £}.(Я(л-))=а, а с другой -

,

откуда следует, что предположение )фО несостоятельно.

Итак, соотношение ^(Л(х))кМр, у pfy) установлено в едучае, когда

р(х)=0.
Предположим теперь, что р(х) -ф о . Тогда -~уле6^\

поэтому х)е 6^, ют q(J(j~x))4d, откуда <^(J(x))±
, что и требовалось*

Докажем достаточность условия. Для этого покажем» что

прообраз [5^1 кадцого шара 6^ ( г>€ ) содержит не¬

которую окрестность нуля вХ Найдем 'полунорму pedTL такую, что

Ч (Л(х)М £ р(°$* Возьмем любое число С
, удовлетворяющее

неравенству О^Сг * Тогда для зееб^ имеем pCxj^C , откуда

fy(J(x))^Mpfq С^=с
„ т.е, J(jc)€S^\ так что J'1 .

Предложение доказано.

ЗАМЕЧАНИЕ 1„ Понятно, что в условиях предложения можно

требовать существования непрерывной полунормы р , удовлетворяющей
соотношению (I),

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Критерий» высказанный в предложении Х1У, можно

было сформулировать, понятно, и так: линейный операторЛ:(Х,Ш)-+
-*■ (У7 Ш') непрерывен в том и только в том случае, если для

любой полунормы cj'G'fflt' суперпозиция fyoj- представляет собой

непрерывную полунорму на^ ,

5.2. Рассмотрим фактор-пространство Х/Х0 векторного

пространства X по подпространству ,Х0. Пусть />- полунорма на
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X. Поскольку шар о/ - абсолютно выпуклее поглощающее &ножест~.

во в X , этими же свойствами будет обладать и множество 6? - ^№7
как образ- множества 6^ при линейном отображении

действующем наХ^, следовательно, функционал Минковского р множества

Q=<f[£(xp)] представляет собой полунорму mX/j^,называемую ф а к-

тор-полунормой полунормы р..
Установим связь полунормы р с ее фаятор-полунорм ой.

I. Пусть р - полунорма на X и . р - ее фактор-полунорма.
Тогда

^

■

р (£*])= г/гг£рм.
Лб/jcj

'

(2)

Действительно, если хе[х] и t - некоторое строго большее, чем

р(х) число, тоjce(p^}^iSf{3RamT9[xh^(;x)6ipf^f}] =tQ.
Тем самым,p([x])*ifi ввиду произвольностиt должно бытьpCQxQ)^р(х).

Подразумевая теперь под i произвольное число, строго

большее чем р(/х])уыожеы написать, что [x]etQ~tf'[i6(/)] 9
так что

найдетея jc0£*SiP) такой, что £х]~ <pfe). Поскольку ±6^ 6^ {Р^},
то p(x0)*t? тем более infр(ос)} и, стало быть, вновь исполь-

зуя произвольность ± , будем иметь inf P(<z)£ p(focl). С учетом
Cxi f

сказанного ранее это неравенство равносильно 12),

Полунорма /Г, вообще говоря, не является нормой даже в том

случае, когда /э- норма.
ХП. Если р - норма шХ , тогда полунорма р> является

нормой в том и только в том случае, если Хс замкнуто в

нормированном пространстве (Х,р).
Действительно, пусть р- норма. Если <xoej(,9 то

<P(jco)^0,следовательно, Р(<Р(хо))*0, т.е. ipf р(х)>0, отхода р(хо)>0. Окрест-
/ [JCo]

ность<Х0+ {Р<]>,РОго)]‘ точки jOot очевидно, не пересекается cXQf
так что дополнение х£ открыто, а Хс - замкнуто.

Обратно, предположим, что Хс замкнуто и элемент /^бЛ^таков,
что P(fj:])^inf р(эс0=-О* Возьмем такое фильтрующееся семейство

jcsfjr 7

(f€S) элементов из[х]9 что Р£х^)-^р: Q, Отсюда следует,

что ® в пространстве (JC7p). Так как Х0 , а вместе с

ним и [jc] -vt+Xoixtfe]) замкнуто, то (Dept], следовательно,[я]*
- (CD)*®• Таким образом, р - норма на^/^-

Пусть ^ - мультинорма на X и Ш'/х - совокупность фак-
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тор—полунорм р , где ре'Ш, Из определения ассоциированной
с мультинормой топологий следует5, что фильтр окрестностей нуля
в топологии порожден фильтрующейся по убыванию совокупно-

сть» г <р[б™]п?[S^n...n?ff'-)lrze z>o ; Pl,Pz p„ne/l.
Поскольку фильтр окрестностей нуля в фактор-топологии Z^/. по-

(р>) (%) Х^п\
роаден системой zn^.nOj/см. пункт 4.4) и имеет место

включение ^[sfnS^n... П (f[6^]n <p[&(®]nL п ‘ffS^'jro
фактор-топология £\/, вообще говоря, сильнее топологии^/,

„
wt Хо

v / Т' vUCr/Хо
ассоциированной с мультинормой Ш/х^ некоторых случаях, однако,
эти топологии совпадают*

Ш. Если мультинорма WL фильтруется, то Тш/х
= ?т/Хо .

Для доказательства достаточно заметить, что если дзъ

фильтруется, то совокупность множеств ^<р[^хРХ}(р^Ш7 z>C)
порождает фильтр окрестностей нуля как в топологии так и в

топологии /Х0
°

Если щ, фильтруется, тогда мультинорму Ш./Х0 на Х/х0
назовем фактор-мультинормой мультинормы

5.3* Из мультинормированных пространств проще всего устроены

нормированные пространства, поэтому неудивительно, что они

наиболее подробно изучены. Мы кратко остановимся лишь на некоторых

вопросах, касающихся нормированных пространств. Так как нередко в

рассмотрении одновременно участвуют несколько нормированных

пространств, и к тому же часто с. конкретными векторными

пространствами связывают некоторую "стандартную" норму, удобно обозначать

норму элемента в разных векторных пространствах одним символом.

Общепринято норму обозначать символом //•/! , так что, например,

норма элемента je в нормированном пространствеX обозначается

через //а://. Преимущество такой унификации состоит по крайней

мере в том, что,приходя к рассмотрению нового векторного

пространства, на котором предполагается заданной одна норма,, не надо

каждый раз оговаривать обозначение этой нррмы. Конечно, необходимо

отдавать себе отчетов том, где определена та или иная норма.

Пусть X - нормированное пространство.-чИз определения но.рмы

непосредственно следует, что отображение р : Цх-уЦ -

метрика наХ . Равномерность метрического пространства (Х,$) ,

очевидно, совпадает с равномерностью наХ , которая

определяется топологией данного нормированного пространства. Стало быть,

148



топология нормированного пространства X совпадает с топологией*

определяемой метрикой §> , так что топологш йодированного

пространства метризуема, поэтому, например, секвенциальна,

нормальна и т.д.

Приведем несколько примеров нормированных пространств. Мы

предоставим читателю несложную проверку того, что рассы отрешшз

в прмерах функционалы удовлетворяют условиям определения нормы.
1. С векторным пространством J? вещественных чисел связывают

всегда норму ЦхЦ-/х17 равную модулю числа „ Топология

нормированного пространства М > очевидно, есть интервальная

топология (см. пункт У. 1.2).

2. Рассмотрим конечномерное векторное пространство X
размерности 7ь и фиксируем в X какой-либо базис-3 . Чаще всего о Л

связывают норму //х//~ 'где <х*,ои , коэффициен¬
ты в разложении элемента <xejc по базису3 ..Об этой норме
говорят как о евклидовой. Иногда бывает удобнее

рассматривать на X норму !Шт~/пах 1сС#1, или норму

fb K~jL
Ниже мы покажем, что все нормы на"коиечномерном векторном

пространстве эквивалентны и приводят к одной линейной топологии (имен»

но к определенной в цункте У.4.3. евклидовой топологии), так что

выбор нормы на X нередко предопределен соображениями удобства

в формулировках и доказательствах.

3. На векторном пространстве Mj ограниченных на множестве Т

вещественных функций рассматривают обычно равномерную

(иногда ее называют чебышовской) норму цхц~ sup IjccDI
-tad*

(хеМт).Нетрудно проверить, что топология нормированного

пространства есть топология сильной равномерности на

пункт У.7.5).

4. Если Т- топологическое пространство, то векторное

пространство Ст непрерывных ограниченных на Т функций представляет

собой подпространство в JHT. Равномерная норма на Ст приводит,

так же как и для пространства^, к топологии сильной

равномерности на Gy.
Напомним, что.если Т компактно, то Су состоит из

ограниченных функций.
5. Рассмотрим векторное пространство Е* , состоящее из всех

вещественных последовательностей (ле ТС) 7 У которых

ряд IL /$„ I сходится. С пространством i связывают норму
/7^1
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ЦЯ1-Z.I4„l-
n~i

p.
На векторном пространстве о p <<*=>) ? состоящем из

вещественных последовательностей «гг/ {§п }(ле которых сходится

РЯД Е 1$а!рт норму определяют как Н& // = Г£ 1Фп 1Р]^
/1=1 п-1

Сравнительно простое устройство топологии нормированного

пространства естественно приводит к вопросу: как по данной линейной

топологии на X узнать, нормируемо ли топологическое

векторное пространство X , т*е. можно ли задать на X норму так,

что топология полученного нормированного пространства совпадет

с исходной линейной топологией? Ниже мы установим критерий

нормируемости топологического векторного пространства, известный

под названием теоремы Колмогорова о нормируемости*

ТЕОРЕМА I (J.6). Топологическое векторное пространство.X

нормируемо в том и только в том случае, если оно

отделимо и существует абсолютно выпуклая ограниченная

окрестность нуля*

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если X нормируемо, то* как отмечалось, оно

метризуемо, следовательно, топология пространства X отделима.

Если к этому добавить, что шар единичного радиуса с центром в

нуле
- абсолютно выпуклая и, на основании предложения X (5Д),

ограниченная окрестность нуля, то доказательство второй части

теоремы закончено.

Предположим теперь, что X - отделимое пространство и С-

абсолютно выпуклая ограниченная окрестность нуля в X . Обозначим

через р функционал Минковского множества С . Из ограниченности

С следует, что ъС (z>G)~ базис фяльтра , откуда, так как

подучаем* что {zS^p)j- (z><?) - также базис фильтра

Покажем, что р- норма, В самом деле, возьмем лф Ф.

Используя свойство отделимости X найдем окрестность Ve W такую, что

jcIV. Так как (z>o) - базис фильтра 40 , то

для некоторого г0>о; а это означает, чтоp(jc)5>z? так

что р(^)ФО. Теорема полностью доказана.

5*4. Рассмотрим нормированные пространстваXи линейный

оператор J/:X-*~ Y. Обозначим через //= [леХ: К~[%е
шары единичного радиуса в X^Y, отвечающие

заданным нормам. Элемент llJfli~J“£llJQc)ll из 1R называется

нормой линейного оператора^ . Заметим, что в записи ЦЛ! знак
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нормы относится к оператору,/ , тогда как символ озна¬

чает норму элемента *A(jc) в Y .

Покажем, что норма оператора J- равна ЦЛ^ЗирНАшЧ. Дейст-

вительно, supUJ(x)U& supHJf(jc)il .
С другой стороны,если О*

suf HJfr) к SupJJOc)!!, ЧТО и требовалось,

I. Пусть bfieJ., (X,Y). Тогда

IJwSiHJII-Uxl (3>

для всех осеХ * Неравенство (3) называют н о р м а т 0 пак?!,

Результат предложения тривиален, когда НЛfc * <**•
? либо ослш

. Предположим, что & рассмотрим некоторое ©

Элемент входит в Н , я из определения нормы оператора

следует, что НЛ(х')Ц^ ////Аоткуда //(]fxj\x) ^J£j\ 1Л11,
что и требовалось.

П. Предположим, что положительное чйсло £>О таково, что

ll$(jc)IUiHjcllдля всех &еХ . Тогда /////4 £ .

Действительно, для jre#' согласно условиям имеем НАСФН^
£Ulr/4 -t, откуда М&) Н~~£-

ЗАМЕЧАНИЕ. Из предложения П следует, в частности, что норма

оператора Л может быть найдена как llftlh
л , s ,

Нfl{x)tt&t HtXtf
‘

Ш. Норма оператора Jr€l>(J(,Y) конечна в том и только в том

случае, если Л ограничен, т.е, ограниченное вХ множество

переводит в множество, ограниченное в У (см. пункт 4*3).

Пусть W//^+oo ъ Е - ограниченное множество в X , т.е. Е<=-
<=-гН для некоторого z>0. Тогда Л[£}<^ЛEzH]= zd[Hl^ ZHMK-
ограниченное множество в Y .

Обратио,..предположим, что образ ЛГ-El всякого ограниченного

множества _£с X представляет собой ограниченное множество вУе

Тогда найдется i > О такое, что Л[Н]<=- , откуда IIJ(jc)IUt
для ^cej/ , и ЦАЦ=, SUP М(х)Ц± + °°.

aJCGH

ХУ. Пусть X]Yy 2 - нормированные пространства, СХ,У)?
Лц£-L (У, Z) - два линейных оператора. Тогда HJg0^ Ц*= ЦJillНЛ^Н.
Если JiyJig- ограниченные операторы, то^ также ограничен.

Действительно, из нормативного неравенства для оxeQ,^ име-

ем
л, i
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U£Jt(Х)!Ы ilftiWHiltMU l!J&HIIAII 1Ы1,
следовательно, HJfeyf/ll* 1IA/I HJ&U. Ограниченность суперпозиции

следует из установленной оценки и ограниченности операторов^
Jfr (см. предложение Ш).

У. Оператор<j£L(X,Y) непрерывен в том и только в том

случае, если он ограничен*

Ограниченность непрерывного оператора JleL (X,Y) следует из

предложения П (4*3).

Обратно, если ограничен, тогда имеет место неравенство (3),

и непрерывность оператора*/ следует из предложения Х1У (5*1).

У1* Отображение ЛИЛИ> заданное на векторном

пространстве <£f$T,Y)Bcex линейных непрерывных операторов, действующих из

X в У , представляет собой норму на а£(Х,У)-
Действительно, пусть жН те~

ем

Ufr)H -Ы*(х)+А(*)НШяМ&ЮНШ+Ш,
откуда и IIJflhSuplMcxOll^llfiill+lf/yh неравенство треугольника

установлено.
Хй

Обозначим .через Jlo^cLjl (<££&) и возьмем зсеН. Тогда 1М0(Х)Ц~
= Ц^Л(л)1ЫШ UJfac)Hjоткуда

ИЛоИ^мр IUo.Cx)lhlcci mo //Jt(x)-H.
JCGn JC£H

Предположим, что ЦЛЦ-0 у некоторого Je£(X,Y). Тогда О±
^ ИАСх)11^0 ПхЦ^тщт J(x)~ dD для всех jceX , так что J- -

нулевой оператор*

5.5. Поскольку локально выпуклое пространство мультинормируе-

мо, оказывается возможным распространять линейный непрерывный

функционал с подпространства локально выпуклого пространства на

все пространство с сохранением указанных его свойств.

ТЕОРЕМА 2(5.6). Пусть X - локально выпуклое пространство,

Х0- его подпространство и^- данейный непрерывный

функционал наХ0. Тогда существует линейный непрерывный наХ

функционал J такой, что j-(x) - /0 (х) для леХо . Если Л -

нормированное пространство, то распространение J- можно

выбрать так, что/////=*//£/| .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через ШС фильтрующуюся мультинорму
на X , состоящую из всех непрерывных на X полунорм. Сужение
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мультинормы 2ТС на фильтрующаяся мультинорма .на Ха > и

поскольку Jo непрерывен, найдутся такие ретгъ , к>0„ что

МоМ/^КрСг) (лгбЛ0). В силу теоремы 3(3,6) существует
линейное распространение J функционала JG с Х0 на X с сохранением

неравенства IJ(jc)I^KpCx)(a:€X) * а из непрерывности р следует,
что функционал J непрерывен.

Если.Х- нормированное пространство, то из непрерывности^
вытекает, что llj0(s:)ll^ IlfJl llxli (ХбХ)рледовательно, существует
распространение J функционала /<> °такое, что (хеХ),
Отсюда HJIU ЦЛЦ , что с очевидным неравенством ///„//z. j/Jlj
дает требуемое равенство.

I. Пусть Х~ локально выпуклое пространство,; р
~ непрерыв-

ная полунорма на Д и х0- некоторый элемент азх'. Тогда

существует линейный непрерывный функционал у на X такой, что

jfayptew lj(Jc)Up(jc) (jceX).
Доказательство следует непосредственно из следствия к теореме

3 (3.6).

СЛЕДСТВИЕ I. Пусть X- отделимое локально выпуклое

пространство и jc0~ ненулевой элемент из Л . Тогда существует линейный

непрерывный функционал на X такой, что j(jc0)&0.
Отделимость X гарантирует существование такой непрерывной

полунормы р &аХ , что р(х0)Ф О, и остается лишь

воспользоваться результатом доказанного предложения.

СЛЕДСТВИЕ 2. Если X - нормированное пространство и .jc0-

ненулевой элемент пзХ , то найдется линейный непрерывный

функционал/ на X такой, что /^=//£>//и
Результат следствия I называют нередко теоремой о

достаточном числе линейных непрерывных функционалов в отделимом

локально выпуклом пространстве.

5.6. Здесь мы обсудим структуру линейных топологий в

конечномерном векторном пространстве.

Пусть X - конечномерное векторное пространство размерности

Я'. Фиксируем в X базиси рассмотрим наХ

норму q , где d-K ( X* я)- координаты векто-

pa JC в разложении по базису 3 .

ЛЕША I. Любая отделимая линейная топология т на X

совпадает с топологией U нормированного пространства (Х,у>).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем сначала, что . Пусть Ve %p^
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где *WT- фильтр окрестностей нуля в топологии Т щ Используя
предложение У (4.1), возьмем такую, что,Так
как It- поглощающее множество (см. предложение Ш/г(4.1)), то

.для каждого Вк можно указать такое гк>0, что если

jcLl^zk. Полагая z^min Ъ/с , получаем, что^с^е^ при/об/^2\

Рассмотрим теперь<jce {qczj. Обозначая через коор¬

динату вектора <х с номером к , по определению ср получаем

г,следовательно , IL, а тогда о(/^■focSLea+...+ CL^e/fe
€ V. Поскольку { Cfr< zl- окрестность нуля в топологии // , то мы

тем самым доказали, что в любой окрестности Уе%£,т содержится

некоторая окрестность из^^, т.е* что Н*

Для доказательства соотношения pi достаточно показать,

что содержит некоторую окрестность нуля в топологии

Т. Рассмотрим пространство и обозначим через ip:X-*-jR'^
канонический изоморфизм пространств Л' и Определим на а*
норму р соотношением р(*)~<£(</>"*(-6)) (i£jR^) . Очевидно, что (//
оказывается при этом гомеоморфизмом нормированных пространств (Xyty)
si(J?fpX Обозначим S=(p [&J. Непосредственно из определения и

ip следует, что 6=K/L;, где к- замкнутый единичный шар вЛ . Так

как К - замкнутое и ограниченное вЛ множество (см. предложение

УП из У. 6.3), то в силу теоремы 2 (о.5) множество S также

компактно, следовательно, компактно и множествоSj= как образ
компактного множества при непрерывном отображении (см. теорему 3

'(5.5)). Множество будучи замкнутым в топологии pi подмно¬

жеством компактного множества^ , само компактно. Но, по

доказанному,^// , а это означает непрерывность тождественного

отображения Г.- (Хм)-*-(Х9Ъ). ЕШе раз' используя теорему 3 (5.5),

получаем, что множество fjQ-l} компактно и в топологии Т .

Обозначим через базис фильтра ЭД7, состояций из замкнутых

множеств. Так как топология Z отделима, то По Т ИЫ(В\,поэтому
Uefcc L J7

Но множество компактно, так что в силу

теоремы I (о.5) найдется окрестность Ve^ такая, что

$<$. Пусть We - уравновешенная окрестность, содержащаяся вУ.

Докажем, что W<=&x. Действительно, предположим, что нашелся эле-

ыент yeW такой, что ЦСу)>*. Тогда ^yefyj}
Но поскольку W - уравновешенная окрестность и 0*^— < / то
у у Г ? г и

— ifeW7 а тогда ? что невозможно. Таким обра-



зоы, нашлась окрестность We'&P
, содержащаяся в 6£ * а это я

означает, что т.е. вместе с доказанным ранее, что

Лемма доказана.

Следующий результат, называемый теоремой Рисса, показывает,

что отделимая Линейная топология на конечномерном пространстве

предопределяется векторной структурой данного пространства.

ТЕОРЕМ 3(5.6). Отделимая линейная топология на

конечномерном векторном пространстве единственна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В самом деле, двух различных отделимых

линейных топологий на конечномерном векторном пространстве быть не

может, поскольку каждая из них, согласно лемме, должна совпадать

с топологией// .

ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть /V<£ - две ноты на конечномерном векторном

пространстве X . Топологии нормированных пространств (Х9р),(Х,ф)
отделимы, так что из теоремы Рисса следует, 4TG нормы p,ty
эквивалентны* Иначе можно сказать, что любые две нормы на

конечномерном векторном пространстве эквивалентны.

Посмотрим теперь, как дело обстоит в случае, когда тополо-_

гия т может я яе быть отделимой. Рассмотрим замыкание Х0~{ф] /
Как было установлено в предложении IX (4Д),множество Х0 линейно.

Выберем вХ базис / е£, f так* что (е£, %0/я}
образуют базис в подпространстве^. Определим на X полунорму,'
полагая р(х)-та*?с 1<*к1' где {жЛ ( #=z /,£ , /г>- координаты зек-

х--т ? /£

"

тора ос в разложений по заданному базису.

Обозначим через V топологию полунормированного пространства

(Л,р).
ЛЕММА 2. Линейная топология т на X совпадает с определенной

выше топологией V „

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО„ Обозначим Е (к=>1£,...тЯ) ш

покажем, что при Н>т множества Де ограничены в топологии Т .

Действительно, пусть У - некоторая окрестность нуля ш W-

уравновешенная окрестность нуля, лежащая в V . Так как Ю-

поглощающее множество,, а я/- фиксированное, натуральное число, то

найдется Z >0 такое, чтоу0^£# для/у#/^ z и /г, Тогда

р(<Лёк)€<Ш ,
а поскольку oLtt^llc. v ЩА' /<&/&£ %- V,сле¬

довательно , Ек поглощается окрестностью V , а вследствие

произвольности V множество Ек ограничено.

Множество Х0 также ограничено, ибо, по определению, погло-
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щается каждой окрестностью нуля. Из проведенных рассуждений с

помощью предложения У (4.1) следует, что множество Х0+ +

f...ограничено. Заметим теперь, что X0+Em^t.^Е^З^ъ из

ограниченности множества можно заключить, что для любой

окрестности YetOT найдется г>о такое, что zSj-^V7a это, в

свою очередь, означает справедливость соотношения между

топологиями Г и V .

Обозначим через Y~%(6m+iy.,.i €п) линейную оболочку
множества {?гл-Легко видеть, что топологии Т.} V ,

индуцированные на У топологиями Г7У , отделимы, так что согласно

теореме 3 они совпадают. л, п.

Определим отображение Р XL ), дейст-

вующее на подпространство Y , и проверим его непрерывность как

отображения шз(Х,г) в(У^)* Отметим прежде всего, чтоР~1[Щ~
*= Х09& тогда,в силу теоремы 2 (2.6), снижение PXo:X/^-^Y
оператора Р на фактор-пространство Х/хс представляет собой

взаимно однозначное отображение множества Х/^ на Y . Пусть & -

какая угодно линейная топология на Х/Хс , относительно

которой ?Хо непрерывен (существование такой топологии гарантиру-

ет предложение 1(4.4)). Поскольку P^[v]-^[nv ^ ]~Р^[<0)]=ф,
а множества p~J[у] входят в фильтр ок^относте^^цуЛя BvTono-

Ло
логии б , те <5* отделима. Кроме того, поскольку Х0

замкнуто, то фактор-топология z/x0 также отделима, и по лемме I 6~т/л0'
Следовательно, Рх непрерывен и в топологии т/х0 на Х/х0 9

а тогда непрерывен и оператор Р~ PjcG° <р , где jf - канони¬

ческий гомоморфизм^ на Х/Хо •

Пусть S - отвечающий полунорме р шар единичного радиуса
в пространстве Y . Так как оператор р: (X9t)^(Y^) непрерывен,

*о Р* [Sn Y] - окрестность нуля в (Х,т). Из определения 5

имеем р~* [SnY]~S/ , где S/= {р£{} - отвечающий р единичный шар
в пространствеX . Итак, получили, что окрестность нуля в

(XyV^a отсюда, в свою очередь, следует неравенство Г .

Доказанный факт, вместе со сказанным выше, означает, что .

ТЕОРЕМА 4 (5.6). Топологии на конечномерном

векторном пространстве X связаны соотношением в том и

только в том случае, если П

VeWp Y/eW*
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно, еслир>Л, то, по определению
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отношения порядка в множестве топологий на X , это означает, что

Следовательно, OVchW^
о VeW? ШЧО*

,

Обратно, пустьЛ0 Выберем базисв

* так, что {е£,..., е„}(т&п)~ базис в Х?0 , а Мfa, Л,*,..., рг}
(.т±Х£/?) - базис в Л*. Обозначим через $cf, Sy шары

единичного радиуса, отвечающие полунормам
п,

p-'a>—z Q:*Ch+~ /naxldLel

соответственно, Очевидно, что &yJc.$\р)уа в силу леммы топологии/?
и* X совпадают с топологиями полунормированных пространств (Лщр)
и (Х7у) соответственно. Из сказанного можно сделать вывод о том,

что р
СЛЕДСТВИЕ, Отделимая

^
линейная топология на конечномерном

векторном пространстве X сильнее любой неотделимой линейной

топологий нал .

Следующие два полезных факта посвящены линейным

операторам,некоторым образом связанным с конечномерными векторными

пространствами.

I. Пусть Х7У~ топологические векторные пространства, причем

топология пространства X отделима. Тогда всякий линейный

оператор J} :Х~*~ Y с конечномерной областью определения Х/

непрерывен.

Обозначим через индуцированную из X топологию

пространства А7, а через <э - какую-либо линейную топологию наД7,
относительно которой оператор J/ непрерывен (существование такой

топологии гарантирует предложение I (4.4)). Согласно следствию из

теоремы 4 получаем, что во всяком случае поскольку Т' отде¬

лима, следовательно,^ непрерывен и относительно топологии т'.

П. Пусть X, Y - векторные пространства, причем Y,

конечномерно и заданная на нем линейная топология отделима. Тогда оператор

JeLCX,Y)непрерывен в том и только в том случае, если его ядро

XdrJ '[@1 замкнуто.

Действительно, пусть Х0 замкнуто. Тогда фактор-пространство

■ Х/Хо отделимо. Снижение*/х0 оператора^ наХ/х0существует и

взаимно однозначно, что следует из свойств Х0 (см. теорему 2(2.6)).

Посколькувзаимно однозначно, a Y конечномерно,тоЛ^также
конечномерно (см. замечание 5 к теореме I (2.6)>, и по

предложению I оператор^vнепрерывен. Отсюда и из непрерывности’канони-
Ло

157



ческого гомоморфизма if следует непрерывность оператора Л=Ях%(Р-
Обратно, пусть Л непрерывен. Тогда в силу отделимости

топологии на Y одноточечное множество /©]■ замкнуто, а, согласно

теореме I (2.5), прообраз J~‘LOl замкнутого множества bY пред-

ставляет собой замкнутое множество в-Х . Предложение доказано.

Итак, мы нарисовали исчерпывающую картину свойств линейных

топологий на конечномерном векторном пространстве.
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